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前 言

本书汇集了 “数学分析” 方面的问题和反例 500 多个. 全书共八章, 内容有数列、函
数、微分、积分、级数、一致收敛、多元函数、重积分与参变量积分. 每一章分为三部
分: 第一部分提纲挈领地给出了该章的基本概念和主要结果; 第二部分是问题, 包括解
法; 第三部分是反例.

本书所选的问题和反例比较典型, 难度适中, 构思新颖, 解法精巧, 富有启发性. 书
中不少问题和反例直接选自国内外有关学者所做的工作. 本书对正确理解 “数学分析”
的基本概念, 掌握 “数学分析” 的基本理论和技巧很有好处.

本书可供大学、大专数学系师生、数学工作者参考.
由于编者水平所限, 因此一定有很多不当或错误之处, 敬请读者批评指正.

汪 林

2015 年 1 月于昆明





第一章 数 列

基本概念和主要结果

为了本章及后面各章的需要, 我们把有关集合论的一些基础知识陈述如下:
设 A 是某些对象的任一集合 (简称集), 若 a 是 A 的元素 (简称元), 则记为 a ∈ A.

若 a 不是 A 的元, 则记为 a /∈ A. 设 p(x) 是某一与 x 有关的条件, 所有符合这个条件
的事物 x 所组成之集, 用 {x : p(x)} 来表示. 不含任何元的集称为空集, 用 ∅ 来表示.
若集 A 的一切元都是集 B 的元, 则称 A 是 B 的子集, 或称 A 包含于 B, 也叫作 B 包

含 A, 记作 A ⊂ B 或 B ⊃ A. 若 A ⊂ B 并且 B ⊂ A, 则称 A 与 B 相等, 记作 A = B.

设 A,B 是两个集, 由集 A 同集 B 的一切元所组成之集称为 A 与 B 的并 (或并
集), 记作 A ∪ B. 所有既属于 A 又属于 B 的元组成之集称为 A 与 B 之交 (或交集),
记作 A ∩B. 即

A ∪B = {x : x ∈ A 或 x ∈ B},

A ∩B = {x : x ∈ A 且 x ∈ B}.

若 A ∩B = ∅, 则称 A 与 B 不相交.
自然, 并与交的定义可以推广到一般的情形:∪

α∈I

Aα = {x : 有 α ∈ I 使 x ∈ Aα},∩
α∈I

Aα = {x : 对一切 α ∈ I 有 x ∈ Aα},

其中 α 是集的指标, 它在某个固定的指标集 I 中变化.
由集 A 中不属于 B 的那些元的全体所组成之集称为 A 与 B 之差, 记作 A \B, 即

A\B = {x : x ∈ A 且 x /∈ B}.

若 S ⊃ B, 则称差 S \B 为 B 关于S 的补集. 若包含集 S 已经清楚地指明或由上下文

能够理解时, 就简称 S \B 为 B 的补集.
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设 A 与 B 都是非空集, 一切可能的有序偶 (a, b)(其中 a ∈ A, b ∈ B) 所组成之集
称为 A 与 B 的直积, 记为 A×B. 类似于两个集的直积, 可以定义任意多个集的直积.

设 A,B 是两个非空集. 若依一定的法则 f, 对每个 x ∈ A, 在 B 中有一个确定的元

y 与之对应, 则称 f 是定义在 A 上而在 B 中取值的映射 (通常称数集到数集的映射为
函数), 记成 f : A → B, 并将 x 与 y 的关系写成 y = f(x). 我们称 A 为 f 的定义域,
称 f(A) = {f(x) : x ∈ A} 为 f 的值域.

设给定映射 f : A → B 而 B = f(A), 则称 f 是由 A 到 B 上的满射. 如果对每个
y ∈ B, 仅有唯一的 x ∈ A 使得 f(x) = y, 则说 f 有逆映射f−1 (若 A,B 为数集, 则通
常称 f−1 为 f 的反函数). 当映射 f : A→ B 有逆映射时, 就称 f 是一一映射, 并称 A

与 B 成一一对应. 当集 A 与 B 成一一对应时, 称它们互相对等. 我们把互相对等的集
归于同一类, 不对等的集不属于同一类, 对这样的每类集予以一个记号, 称这个记号为
这一类集中每个集的势或基数. 集 A 的势记为 A. 于是, 相互对等的集 A,B, 就具有相

同的势, 即 A = B.

若集 A 与 B 不对等, 但集 B 对等于集 A 的某个子集, 则称 A 的势大于B 的势,
或 B 的势小于A 的势, 记为 A > B, 或 B < A.

我们用 N 代表正整数的全体, 若集 A 对等于 N, 则称 A 为可数集或可列集. 此
时, 记 A = ℵ, 读作 “阿列夫零”. 可以证明, 任何区间中的一切有理数所成之集是可数
集; 任何区间中的一切代数数所成之集也是可数的.

若集 A 的势大于可数集的势, 则称它为不可数集或不可列集. 例如, 区间 [0, 1] 为

不可数集. 对等于区间 [0, 1] 的任何集称为具有连续统的势的集. 若集 A 具有连续统的

势, 则记为 A = ℵ, 读作 “阿列夫”.
本书主要涉及 n 维欧氏空间 Rn 的子集, 前六章主要涉及 R1 的子集.
任取 a ∈ R1, 称含有 a 的任一开区间为 a 的一个开邻域 (简称邻域). 设 E ⊂

R1, a ∈ E, 若存在 a 的某个邻域 (α, β), 使得 (α, β) ⊂ E, 则称 a 为 E 的内点.E 的一
切内点所成之集叫作 E 的内域, 记为 E◦. 若 E = E◦, 则称 E 为 R1 中的开集.

设 E ⊂ R1, a ∈ R1. 若 a 的任一邻域均含有 E 的无穷多个点, 则称 a 为 E 的聚

点. E 的一切聚点所成之集称为 E 的导集, 记成 E′. 称 E ∪E′ 为 E 的闭包, 记为 E.E
的导集 E′ 的一切聚点所成之集称为 E 的二阶导集, 并记为 E′′. 高阶导集可以类似地

定义. 称 E\E′ 中的点为 E 的孤立点. 若 E′ ⊂ E, 则称 E 为闭集. 若 E = E′, 则称 E

为完备集.
集 E 叫作有上界 (下界) 的, 是指存在常数 M(m), 使对一切 x ∈ E 有 x 6M(x >

m). E 的最小上界 (最大下界) 称为 E 的上确界 (下确界), 记作

supE(infE).

既有上界又有下界的集称为有界集.
Weierstrass 聚点原理 有界无穷集必有聚点.
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若集 E 的闭包包含集 A, 则称 E 在 A 中稠密. 特别, 若集 E 在空间 R1 中稠密,
则称它在 R1 中处处稠密. 若集 E 的闭包不包含任何非空开集, 则称它在 R1 中无处稠

密或为疏集.
一个集叫作第一纲集, 是指它可表成可数个疏集的并集; 不是第一纲的集, 就称它

为第二纲集.
直线上的任何非空开集 G 可表成 (并且是唯一的方法) 有限个或可数个两两不相

交的开区间的并. 这些开区间称为 G 的构成区间. 直线上的任何非空闭集 F 是由整个

数轴去掉有限个或可数个两两不相交的开区间而得到, 这些开区间称为 F 的邻接区间.
可表成可数个开集之交的任意集称为 Gδ 集; 可表成可数个闭集之并的任意集称为

Fσ 集.
所谓集 E 的一个开覆盖, 是指这样的一组开集 {Gα}, 这组开集的并集包含 E. 这

时, 又称 {Gα} 覆盖 E.

集 E 叫作紧的, 是指 E 的每个开覆盖含有它的有限子覆盖.
Heiene-Borel 有限覆盖定理 有界闭集的任何开覆盖必有有限子覆盖.
所谓实数集 D 的一个 Dedekind 分割, 就是将 D 中的元素分成两个子集 X 和 Y,

且满足下列条件:
(i) X 与 Y 都不空;
(ii) X ∩ Y = ∅;

(iii) 每一个属于 X 的元小于 Y 中的所有的元. 称 X 为 D 的前段, Y 为 D 的后

段, 且将 D 的分割记为 (X,Y ).

Dedekind 分割原理 全体实数 R1 的任何一个分割 (X,Y ), 只能要么 X 有最大

数, Y 无最小数; 要么 X 无最大数, Y 有最小数. 即对 R1 的任何一个分割 (X,Y ), 必

存在唯一的实数 α ∈ R1, 使对任意的 x ∈ X, y ∈ Y 有

x 6 α < y 或 x < α 6 y.

R1 的子集 E 称为零测度集, 如果 E 能够包含于有限个或可数个开区间之内, 而这
些开区间的总长度可以任意小. 由这个定义立即推知, 零测度集的任何子集也是一个零
测度集. 有限个或可数个零测度集的并也是一个零测度集; 特别, R1 中任何有限集或可

数集都是零测度集.
设有一个关于集 E 上的点 x 的命题 p(x). 如果有 E 的零测度子集 A, 使 p(x) 在

E\A 上恒成立, 则称 p(x) 在 E 上几乎处处成立.
有关集和测度的进一步材料, 读者可参看 [4],[12] 或 [18].
我们再简要地介绍有关数列的一些基本概念和性质如下:
所谓实数列 (简称数列), 是指定义在正整数集 N 上的函数 f. 若对 n ∈ N, 有

f(n) = xn, 习惯上以符号 {xn} 表示数列 f, 有时也表示为 x1, x2, · · · . f 的值 xn 叫作
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数列的项.
数列 {xn} 称以 x 为极限, 是指对任意 ε > 0, 存在 n0 ∈ N, 使当 n > n0 时

|xn − x| < ε.

这时称 {xn} 收敛于 x, 记为

lim
n→∞

xn = x 或 xn → x (n→ ∞).

若 {xn} 不是收敛的, 则说它是发散的.
数列的极限运算满足算术运算法则.
极限的比较法则 设 limn→∞ xn = limn→∞ yn = c, 又

xn 6 zn 6 yn (n = 1, 2, · · · ),

则
lim
n→∞

zn = c.

数列 {xn} 称为 Cauchy 数列, 是指对任意 ε > 0, 存在 n0 ∈ N, 使 m,n > n0 时

|xm − xn| < ε.

Cauchy 收敛准则 数列 {xn} 收敛当且仅当它是 Cauchy 数列.
x 称为数列 {xn} 的极限点, 是指存在子列 {xnk

}, 使

x = lim
k→∞

xnk
.

值域有界的数列叫作有界数列.
Bolzano-Weierstrass 定理 有界数列必有收敛子列.
数列 {xn} 叫作单调增加 (或递增) 的, 若对 n = 1, 2, · · · , 有 xn 6 xn+1; 叫作单调

减少 (或递减) 的, 若对 n = 1, 2, · · · , 有 xn > xn+1. 单调增加数列和单调减少数列统

称为单调数列.
单调有界原理 递增 (递减) 有上界 (下界) 的数列必定收敛.
Cantor 区间套定理 设 [an, bn] (n = 1, 2, · · · ) 是一列闭区间. 又设
(i) [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ),

(ii) lim
n→∞

(bn − an) = 0,

则存在唯一数 x0 ∈ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ).

设 {xn} 是一数列, an = supk>n{xk}(bn = infk>n{xk}), 于是 a1 > a2 > · · · (b1 6
b2 6 · · · , an > bn). 称 limn→∞ an(limn→∞ bn) 为数列 {xn} 的上 (下) 极限, 记为
limn→∞ xn(limn→∞ xn).

显然, limn→∞ xn 存在当且仅当 limn→∞ xn 与 limn→∞ xn 存在且相等; 此时

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn.



问 题 5

问 题

1. 设 a1, a2, · · · , an 是正数. 证明
a1 + a2 + · · ·+ an

n
> n

√
a1a2 · · · an. (1)

这是著名的 n 个正数的算术平均值不小于几何平均值. 这个不等式有着广泛
的应用, 我们给出三种证明, 它们分别属于 Diananda[38], Kong-Ming Chong[55] 和
Akerberg[21].

证法 1 令

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
,

Gn = (a1a2 · · · an)
1
n ,

其中 ai (1 6 i 6 n) 全为正数.
对 n = 2, A2 > G2 显然成立.
设 n = m 成立, 则 Am > Gm. 于是,

A =
am+1 + (m− 1)Am+1

m
> (am+1A

m−1
m+1)

1
m

= G.

因此,

Am+1 =
Am +A

2
> (AmA)

1
2 > (GmG)

1
2

= (Gm+1
m+1 Am−1

m+1)
m
2 ,

从而 Am+1 > Gm+1, 故 (1) 成立.

证法 2 显然, (1) 中等号成立, 当且仅当 a1 = a2 = · · · = an. 令

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

不妨设 a1 6 a2 6 · · · 6 an 且 a1 < an, 则显然有

a1 < An < an.

因而

An(a1 + an −An)− a1an = (a1 −An)(An − an) > 0. (2)

n = 2 时不等式 (1) 显然成立.
设 n− 1 时 (1) 成立.
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由于 a2, a3, · · · , an−1 和 a1 + an −An 的算术平均值是 An, 即

a2 + a3 + · · ·+ an−1 + a1 + an −An
n− 1

= An,

故由归纳法假设得

An−1
n > a2a3 · · · an−1 (a1 + an −An).

由 (2) 得

Ann > An(a1 + an −An)a2a3 · · · an−1

> a1ana2a3 · · · an−1,

即
a1 + a2 + · · ·+ an

n
> n

√
a1a2 · · · an.

证法 3 设 α 为一正数, n 是大于 1 的正整数. 容易验证

(α− 1)[n− (1 + α+ α2 + · · ·+ αn−1)] 6 0,

或

α(n− αn−1) 6 n− 1, (3)

且不等式除 α = 1 外是严格的. 令

α =

 a1
a1 + a2 + · · ·+ an

n


1

n−1

,

则由 (3) 得到 (
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)n
> a1

(
a2 + a3 + · · ·+ an

n− 1

)n−1

.

逐次应用这一公式, 得到(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)n
> a1

(
a2 + · · ·+ an

n− 1

)n−1

> a1a2

(
a3 + · · ·+ an

n− 2

)n−2

> · · ·

> a1a2 · · · an,

即
a1 + a2 + · · ·+ an

n
> n

√
a1a2 · · · an.
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2. 证明 Cauchy-Schwarz 不等式:(
n∑
k=1

akbk

)2

6
(

n∑
k=1

a2k

)(
n∑
k=1

b2k

)
.

证 注意, 对 x ∈ R1 皆有

n∑
k=1

(akx+ bk)
2 > 0.

令 A =
∑n
k=1 a

2
k, B =

∑n
k=1 akbk, C =

∑n
k=1 b

2
k, 于是

Ax2 + 2Bx+ C > 0.

不妨设 A > 0, 令 x = −B
A , 则有

B2 −AC 6 0,

此即 Cauchy-Schwarz 不等式.

3. 证明 Minkowski 不等式:[
n∑
k=1

(ak + bk)
2

] 1
2

6
(

n∑
k=1

a2k

) 1
2

+

(
n∑
k=1

b2k

) 1
2

.

证 注意
n∑
k=1

(ak + bk)
2 =

n∑
k=1

a2k +

n∑
k=1

b2k + 2

n∑
k=1

akbk,

据 Cauchy-Schwarz 不等式

n∑
k=1

akbk 6
(

n∑
k=1

a2k

) 1
2
(

n∑
k=1

b2k

) 1
2

,

得到

n∑
k=1

(ak + bk)
2 6

n∑
k=1

a2k +

n∑
k=1

b2k + 2

(
n∑
k=1

a2k

) 1
2
(

n∑
k=1

b2k

) 1
2

=

( n∑
k=1

a2k

) 1
2

+

(
n∑
k=1

b2k

) 1
2

2

,

此即 Minkowski 不等式.

4. 证明
lim
n→∞

1 + n
√
2 + · · ·+ n

√
n

n
= 1.
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证 因为

1 + 1 + · · ·+ 1

n
6 1 + n

√
2 + · · ·+ n

√
n

n

6
n
√
n+ n

√
n+ · · ·+ n

√
n

n
,

所以

1 6 1 + n
√
2 + · · ·+ n

√
n

n
6 n

√
n.

容易证明, limn→∞
n
√
n = 1. 因此, 由比较法则即得

lim
n→∞

1 + n
√
2 + · · ·+ n

√
n

n
= 1.

5. 设 a1, a2, · · · , am 为 m 个正数. 证明

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · ·+ anm = max{a1, a2, · · · , am}.

证 令 A = max{a1, a2, · · · , am}, 则有不等式

A < n
√
an1 + an2 + · · ·+ anm 6 A · n

√
m.

因 limn→∞
n
√
m = 1, 故

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · ·+ anm = A = max{a1, a2, · · · , am}.

6. 设 an > 0, 且 limn→∞
an
an+1

= l > 1. 证明

lim
n→∞

an = 0.

证 因 limn→∞
an
an+1

= l > 1, 故存在正整数 n0, 当 n > n0 时, an
an+1

> 1, 因而

an > an+1; 又, an > 0, 故数列 {an} 单调递减且有下界, 因而收敛, 令

lim
n→∞

an = a.

由于 an = an
an+1

· an+1, 所以当 n→ ∞ 时两边取极限, 即得 a = 0.

7. 设 x0 = 1, xn+1 = 1
1+xn

(n = 0, 1, 2, · · · ).

证明数列 {xn} 收敛, 并求出其极限.

证 显然, 对任意正整数 n, 12 6 xn 6 1. 其次, 对任意正整数 n, k, 有

xn+1+k − xn+1 =
1

1 + xn+k
− 1

1 + xn

=
xn − xn+k

(1 + xn+k)(1 + xn)
,
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故

|xn+1+k − xn+1| =
|xn+k − xn|

(1 + xn+k)(1 + xn)

6 1(
1 +

1

2

)2 |xn+k − xn| =
4

9
|xn+k − xn|

6
(
4

9

)2

|xn−1+k − xn−1| 6 · · ·

6
(
4

9

)n+1

|xk − x0| 6 2

(
4

9

)n+1

→ 0 (n→ ∞).

因此, {xn} 为一 Cauchy 数列, 故收敛. 令

lim
n→∞

xn = a,

并在 xn+1 = 1
1+xn

的两端取极限, 即得 a =
√
5−2
2 .

8. 给定两正数 a1 与 b1(a1 > b1), 做出其等差中项 a2 = a1+b1
2 与等比中项

b2 =
√
a1b1, 一般地, 令

an+1 =
an + bn

2
与 bn+1 =

√
anbn.

证明 limn→∞ an 与 limn→∞ bn 皆存在且相等.

证 由题设推知

a1 >
a1 + b1

2
= a2 > b2 =

√
a1b1 > b1,

a1 > a2 >
a2 + b2

2
= a3 > b3 =

√
a2b2 > b2 > b1,

用数学归纳法可证

a1 > a2 > · · · > an >
an + bn

2
= an+1

> bn+1 =
√
anbn > · · · > b2 > b1.

即数列 {an} 单调减少且有下界 b1, {bn} 单调增加且有上界 a1, 故它们都有极限. 令

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b,

并在等式 2an+1 = an + bn 的两端取极限, 得 a = b.

9. 设 a > 0, b > 0, a1 =
a+ b

a

2 , 一般地, an+1 =
an+

b
an

2 . 证明数列 {an} 收敛并求出
其极限.
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证 由题设知 an > 0 (n = 1, 2, · · · ). 又,

an+1 =
(
√
an −

√
b√
an

)2

2
+
√
b >

√
b (n = 1, 2, · · · ),

于是,

an+1 − an =
b
an

− an

2
6 0.

因此, {an} 是单调减少的有界数列, 故必收敛. 设

lim
n→∞

an = l >
√
b > 0,

并在等式 an+1 =
an+

b
an

2 的两端取极限, 即得 l =
√
b, 故

lim
n→∞

an =
√
b.

10. 给定实数 a0, a1, 并令

an =
an−1 + an−2

2
(n = 2, 3, · · · ).

证明 {an} 收敛, 并求出其极限.

证 因

a2 =
a0 + a1

2
, a3 =

a1 + a2
2

, a4 =
a2 + a3

2
, · · · ,

故

a2 − a1 =
a0 − a1

2
, a3 − a2 =

a1 − a2
2

,

a4 − a3 =
a2 − a3

2
, · · · .

由此得到

a2 − a1 = −a1 − a0
2

, a3 − a2 =
a1 − a2

2
=
a1 − a0

22
,

a4 − a3 = −a1 − a0
23

, · · · , an − an−1 = (−1)n−1 a1 − a0
2n−1

.

从而

an − a1 = −a1 − a0
2

(
1− 1

2
+

1

22
− · · ·+ (−1)n−2 1

2n−2

)
=
a1 − a0

3

{
(−1)n−1 1

2n−1
− 1

}
,

于是

an =
2a1 + a0

3
+ (−1)n−1 a1 − a0

3 · 2n−1
.

因此, {an} 收敛且
lim
n→∞

an =
a0 + 2a1

3
.
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11. 设 a1 > 0, an+1 = 3(1+an)
3+an

(n = 1, 2, · · · ). 证明 {an} 收敛, 并求出其极限.

证 若 a1 =
√
3, 则 an =

√
3 (n = 1, 2, · · · ), 故

lim
n→∞

an =
√
3.

现在考虑辅助函数

f(x) =
3(1 + x)

3 + x
.

显然有 an+1 = f(an)(n = 1, 2, · · · ). f 在 x > 0 处可微, 且

f ′(x) =
6

(3 + x)2
> 0,

故 f 在 (0,+∞) 上严格递增 (关于利用导数来判断函数的单调性, 请读者参看第三章).
若 a1 <

√
3, 则

a2 = f(a1) < f(
√
3) =

3(1 +
√
3)

3 +
√
3

=
√
3.

由数学归纳法立即可得 an <
√
3 (n = 1, 2, · · · ). 再由

an+1 − an =
3(1 + an)− (3 + an)an

3 + an
=

3− a2n
3 + an

就可以断定 {an} 是递增的有界数列.
若 a1 >

√
3, 则

a2 = f(a1) > f(
√
3) =

√
3.

用类似于上面的做法得到 {an} 是递减的有界数列.
综上所述, {an} 收敛, 令

lim
n→∞

an = a,

并在 an+1 = 3(1+an)
3+an

两端取极限, 即得 a =
√
3.

12. 设 x1 > 0, xn+1 =
xn(x

2
n+3a)

3x2
n+a

, a > 0 (n = 1, 2, · · · ). 证明 {xn} 收敛, 并求出其
极限.

证 由题设可知 xn > 0 (n = 1, 2, · · · ).

当 x > y > 0 时,

x(x2 + 3a)

3x2 + a
− y(y2 + 3a)

3y2 + a
=

(x− y)[3(xy − a)2 + a(x− y)2]

(3x2 + a)(3y2 + a)
> 0,

故函数 f(x) = x(x2+3a)
3x2+a 在 (0,+∞) 上是递增的. 于是, 若 0 < x1 <

√
a, 则

0 < x2 <

√
a(a+ 3a)

3a+ a
=

√
a, · · · , 0 < xn+1 <

√
a.
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又由于

xn+1 − xn =
2xn(a− x2n)

3x2n + a
> 0,

因此, {xn} 是递增且有上界的数列.
若

√
a 6 x1, 则同理可证, {xn} 是递减且有下界的数列.

综上所述,{xn} 收敛. 令
lim
n→∞

xn = l,

并在 xn+1 =
xn(x

2
n+3a)

3x2
n+a

两端取极限, 即得

l =
√
a.

13. 设 a > 0, x1 = 3
√
a, xn = 3

√
axn−1 (n > 1). 证明数列 {xn} 收敛, 并求其极限.

证 当 0 < a < 1 时, 有

0 < x2 =
3

√
a · 3

√
a < 3

√
a = x1.

设 0 < xk < xk−1, 则

0 < xk+1 = 3
√
axk < 3

√
axk−1 = xk.

故此时 {xn} 递减且有下界.
当 a > 1 时, 有

a > x2 =
3

√
a · 3

√
a > 3

√
a = x1.

设 a > xk > xk−1, 则

a > xk+1 = 3
√
axk > 3

√
axk−1 = xk.

故此时 {xn} 递增且有上界.
因此, {xn} 收敛. 设 limn→∞ xn = l, 则

lim
n→∞

xn = l = lim
n→∞

3
√
axn−1 =

3
√
al,

即 l3 = al. 因 l > 0, 故 l =
√
a.

14. 设 a1, a2 是实数, 令 an = pan−1 + qan−2 (n = 3, 4, 5, · · · ), 其中 p > 0, q >

0, p+ q = 1. 证明 {an} 收敛, 并求其极限.

证 依题设,
an = (1− q)an−1 + qan−2,

故

an − an−1 = −q(an−1 − an−2) = · · · = (−q)n−2(a2 − a1),
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从而

an − a1 = (an − an−1) + (an−1 − an−2) + · · ·+ (a2 − a1)

= [(−q)n−2 + (−q)n−3 + · · ·+ (−q) + 1](a2 − a1)

=
1− (−q)n−1

1 + q
(a2 − a1),

即

an =
1− (−q)n−1

1 + q
(a2 − a1) + a1.

因为 p, q > 0, p+ q = 1, 故 |q| < 1. 于是, {an} 收敛, 且

lim
n→∞

an =
a2 − a1
1 + q

+ a1 =
a2 + a1q

1 + q
.

15. 设数列 {xn} 满足条件

lim
n→∞

(xn − xn−2) = 0.

证明

lim
n→∞

xn − xn−1

n
= 0.

证 显然, 我们只要证明 limn→∞
xn

n = 0 即可, 注意,

x2n =
n∑
i=1

(x2i − x2i−2) + x0

= x2n0 +

n∑
i=n0+1

(x2i − x2i−2),

x2n+1 =
n∑
i=1

(x2i+1 − x2i−1) + x1

= x2n0+1 +
n∑

i=n0+1

(x2i+1 − x2i−1),

其中 n0, n 为任意正整数. 因此有

|x2n|
2n

6 |x2n0 |
2n

+
1

2n

n∑
i=n0+1

|x2i − x2i−2|. (1)

因已知 limn→∞(xn − xn−2) = 0, 故对任给的 ε > 0, 存在 N1, 使当 n > N1 时, 便有

|xn − xn−2| <
ε

2
.

在 (1) 中令 n0 = N1, 便有

1

2n

n∑
i=n0+1

|x2i − x2i−2| <
n− n0
n

· ε
2
<
ε

2
. (2)
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取定 N1 之后, 取 N2 充分大, 使当 n > N2 时有

|x2N1 |
2n

<
ε

2
.

于是当 n > max{N1, N2} 时, 由 (1),(2) 便得
|x2n|
2n

< ε.

因此 limn→∞
x2n

2n = 0. 同理可证 limn→∞
x2n+1

2n+1 = 0, 故得 limn→∞
xn

n = 0.

16. (Stolz 定理 1) 设 {an} 是趋于零的数列, {bn} 是递减趋于零的数列, 则当

lim
n→∞

an − an+1

bn − bn+1

存在或为 +∞ 时有
lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an − an+1

bn − bn+1
.

证 先设极限有限且等于 r, 则对任意 ε > 0, 存在正整数 m, 使 n > m 时

r − ε <
an − an+1

bn − bn+1
< r + ε, bn − bn+1 > 0.

因此, 当 n > m 时,

(r − ε)(bn − bn+1) < an − an+1 < (r + ε)(bn − bn+1).

把 n 依次换成 n+ 1, n+ 2, · · · , n+ p− 1 并把所得结果相加, 就得到

(r − ε)(bn − bn+p) < an − an+p < (r + ε)(bn − bn+p).

令 p→ ∞ 取极限, 按假设有 an+p → 0, bn+p → 0, 故得

(r − ε)bn 6 an 6 (r + ε)bn.

由于 bn 是正的, 所以当 n > m 时有∣∣∣∣anbn − r

∣∣∣∣ 6 ε 或 lim
n→∞

an
bn

= r.

另一方面, 如果
lim
n→∞

an − an+1

bn − bn+1
= +∞,

那么可以找到 m, 使 n > m 时 an−an+1

bn−bn+1
> K, 而 K 可以任意大. 如上一样地论证可得

an − an+p > K(bn − bn+p).

由此, 当 n > m 时, an > Kbn 或 an
bn

> K.

于是

lim
n→∞

an
bn

= +∞.
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17. (Stolz 定理 2) 设 bn < bn+1 (n = 1, 2, · · · ) 且

lim
n→∞

bn = +∞.

则当 limn→∞
an−an−1

bn−bn−1
存在或为 +∞ 时有

lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
.

证 先设极限存在且等于 s, 则对任给的 ε > 0, 存在正整数 n0, 使当 n > n0 时∣∣∣∣an − an−1

bn − bn−1
− s

∣∣∣∣ < ε

2
.

于是对 n > n0, 有(
s− ε

2

)
(bn − bn−1) < an − an−1 <

(
s+

ε

2

)
(bn − bn−1).

因此 (
s− ε

2

)
(bn − bn0) < an − an0 <

(
s+

ε

2

)
(bn − bn0).

亦即当 n > n0 时

s− ε

2
<
an − an0

bn − bn0

< s+
ε

2
.

注意,
an
bn

− s =
an0 − sbn0

bn
+

(
1− bn0

bn

)(
an − an0

bn − bn0

− s

)
,

所以当 n > n0 时 ∣∣∣∣anbn − s

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣an0 − sbn0

bn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣an − an0

bn − bn0

− s

∣∣∣∣
<

∣∣∣∣an0 − sbn0

bn

∣∣∣∣+ ε

2
.

取正整数 n′0 充分大, 使 n > n′
0 时∣∣∣∣an0 − sbn0

bn

∣∣∣∣ < ε

2
.

于是当 n > max{n0, n′
0} 时∣∣∣∣anbn − s

∣∣∣∣ < ε, 即 lim
n→∞

an
bn

= s.

另一方面, 如果 an−an−1

bn−bn−1
→ +∞ (n→ ∞), 则对充分大的 n 有

an − an−1 > bn − bn−1.



16 第一章 数 列

因此当 bn → +∞ 时 an → +∞, 且数列 {an} 对充分大的 n 必定是严格递增的. 这样,
我们就可以把上面证明的结果应用于 bn

an
:

lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

bn − bn−1

an − an−1
= 0,

因此

lim
n→∞

an
bn

= +∞.

18. 证明 limn→∞
1+

√
2+ 3√3+···+ n

√
n

n = 1.

证 令

xn = 1 +
√
2 +

3
√
3 + · · ·+ n

√
n,

yn = n (n = 1, 2, · · · ),

由 Stolz 定理 2
lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim
n→∞

n
√
n = 1,

所以

lim
n→∞

1 +
√
2 + 3

√
3 + · · ·+ n

√
n

n
= 1.

19. 设 0 < x1 < 1, xn+1 = xn(1− xn) (n = 1, 2, · · · ), 证明 limn→∞ nxn = 1.

证 由数学归纳法知, 0 < xn < 1. 于是

0 <
xn+1

xn
= (1− xn) < 1 (n = 1, 2, · · · ).

所以序列 {xn} 单调递减且有下界, 从而 limn→∞ xn = x 存在. 在递推公式两边令
n→ ∞, 得

x = x(1− x),

所以 x = 0. 令 bn = 1
xn
, 则 limn→∞ bn = +∞, 且 bn < bn+1 (n = 1, 2, · · · ). 利用 Stolz

定理 2, 我们有

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n

bn
= lim
n→∞

(n+ 1)− n

bn+1 − bn

= lim
n→∞

1

bn+1 − bn
= lim
n→∞

(1− xn) = 1.

20. 设 limn→∞ an = a 或 limn→∞ an = +∞, 证明

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= lim
n→∞

an.
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证法 1 令 xn = a1 + a2 + · · ·+ an, yn = n, 则 xn − xn−1 = an, yn − yn−1 = 1. 利

用 Stolz 定理, 有

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

an.

证法 2 令 σn = a1+a2+···+an
n . 先设 limn→∞ an = a, 则对任给 ε > 0, 存在正整数

n0, 当 n > n0 时

|an − a| < ε.

设 n > n0, 则

|σn − a| 6 1

n

∣∣∣∣∣
n0∑
k=1

(ak − a)

∣∣∣∣∣+ 1

n

∣∣∣∣∣
n∑

k=n0+1

(ak − a)

∣∣∣∣∣
6 1

n

∣∣∣∣∣
n0∑
k=1

(ak − a)

∣∣∣∣∣+ n− n0
n

ε <
A

n
+ ε,

其中 A = |
∑n0

k=1(ak − a)| . 又, limn→∞
A
n = 0, 故

lim
n→∞

σn = a.

再设 limn→∞ an = +∞, 令

sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

对任给的 M > 0, 存在 n0, 使当 n > n0 时, an > 3M. 于是

sn
n

=
sn0

n
+
sn − sn0

n− n0

(
1− n0

n

)
>
sn0

n
+ 3M

(
1− n0

n

)
.

又因 sn0

n → 0, 1− n0

n → 1 (n→ ∞), 故可取正整数 n′ > n0, 使当 n > n′ 时, 恒有

|sn0 |
n

<
M

2
, 1− n0

n
>

1

2
.

于是, 当 n > n′ 时恒有 sn
n > M. 由此可知

lim
n→∞

sn
n

= lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= +∞.

21. 设 {an} 是不减的数列, 令

σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

证明: 若 limn→∞ σn = a, 则 limn→∞ an = a.
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证 因对任意 n 均有 an 6 an+1, 故

σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
6 nan

n
= an. (1)

今固定 n, 并令 m > n, 则

σm =
1

m

{
n∑
k=1

ak +
m∑

k=n+1

ak

}

=
1

m

n∑
k=1

ak +
an+1 + an+2 + · · ·+ am

m

> 1

m
A+

m− n

m
an, (2)

这里 A =
∑n
k=1 ak. 在 (2) 中令 m→ ∞, 可得

a = lim
m→∞

σm > an.

再由 (1) 式可知, σn 6 an 6 a. 再令 n→ ∞, 即得

lim
n→∞

an = a.

22. 设 {sn} 是数列, 令 an = sn − sn−1, σn = s0+s1+···+sn
n+1 . 证明: 若

lim
n→∞

nan = 0,

且 {σn} 收敛, 则 {sn} 也收敛, 且

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

σn.

证 易证

sn − σn =
1

n+ 1

n∑
k=1

kak,

利用 Stolz 定理 2, 有

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=1

kak = lim
n→∞

n+1∑
k=1

kak −
n∑
k=1

kak

(n+ 2)− (n+ 1)

= lim
n→∞

(n+ 1)an+1 = 0.

所以

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

σn.

23. 设数列 {an} 收敛, 且 an > 0 (n = 1, 2, · · · ). 证明

lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = lim

n→∞
an.
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证 设 limn→∞ an = a, 因 an > 0, 故 a > 0.

若 a > 0, 则 limn→∞ ln an = ln a. 于是由本章问题 20, 得到

lim
n→∞

1

n
(ln a1 + ln a2 + · · ·+ ln an) = ln a.

由此可知

lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = lim

n→∞
e

1
n (ln a1+ln a2+···+ln an)

= eln a = a.

若 a = 0, 则 limn→∞(− ln an) = +∞, 故由本章问题 20,

lim
n→∞

1

n
(− ln a1 − ln a2 − · · · − ln an) = +∞.

由此可知

lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = lim

n→∞
e−

1
n (− ln a1−ln a2−···−ln an)

= 0 = lim
n→∞

an.

注 在证明过程中, 我们利用了函数 lnx 和 ex 的连续性.

24. 设 {an} 是正数列, 且 limn→∞
an+1

an
存在, 证明: limn→∞ n

√
an 也存在, 且

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an+1

an
.

证 令 b1 = a1, b2 = a2
a1
, · · · , bn = an

an−1
, · · · . 由本章问题 23, 得

lim
n→∞

n
√
b1b2 · · · bn = lim

n→∞
bn,

即

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an
an−1

= lim
n→∞

an+1

an
.

25. 设 an → a, bn → b (n→ ∞), 令

cn =
1

n
(a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1).

证明 cn → ab (n→ ∞).

证 cn =
1

n

n∑
k=1

akbn−k+1

=
1

n

n∑
k=1

(ak − a)bn−k+1 +
1

n

n∑
k=1

abn−k+1
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=
1

n

n∑
k=1

(ak − a)bn−k+1 + a · bn + bn−1 + · · ·+ b1
n

.

因 {bn} 收敛, 故有界. 设
|bn| 6M (n = 1, 2, · · · ),

则 ∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

(ak − a)bn−k+1

∣∣∣∣∣ 6M
|a1 − a|+ |a2 − a|+ · · ·+ |an − a|

n
.

由 an → a 推知 an − a → 0, 从而 |an − a| → 0. 于是数列 {|an − a|} 的平均数的极限
亦为零. 又, bn → b (n→ ∞), 故得平均数的极限也趋于 b.

综上所述, 得到 limn→∞ cn = ab.

26. 设 limn→∞ an = a. 证明

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

=
a

2
.

证 因 limn→∞ an = a, 故对任给 ε > 0, 存在 N1, 使当 n > N1 时, 有

|an − a| < ε

2
. (1)

又因

a

2
=
n2a

2n2
=
n(n+ 1)a

2n2
− a

2n

=
a+ 2a+ · · ·+ na

n2
− a

2n
,

所以 ∣∣∣∣a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

− a

2

∣∣∣∣
6
∣∣∣∣ (a1 − a) + 2(a2 − a) + · · ·+ n(an − a)

n2

∣∣∣∣+ |a|
2n

6
∣∣∣∣ (a1 − a) + 2(a2 + a) + · · ·+N1(aN1 − a)

n2

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ (N1 + 1)(aN1+1 − a) + · · ·+ n(an − a)

n2

∣∣∣∣+ |a|
2n
. (2)

因 (2) 式右端第一项与第三项的分子是定值, 故存在 N2, 使当 n > N2 时, 便有∣∣∣∣ (a1 − a) + 2(a2 − a) + · · ·+N1(aN1 − a)

n2

∣∣∣∣ < ε

4
,

|a|
2n

<
ε

4
. (3)
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对于 (2) 式右端的第二项, 我们由 (1) 可得∣∣∣∣ (N1 + 1)(aN1+1 − a) + · · ·+ n(an − a)

n2

∣∣∣∣
6 1

n2

n∑
k=N1+1

k|ak − a| < 1

n2
· ε
2
· 1
2
n(n+ 1) <

ε

2
. (4)

将 (3) 与 (4) 结合起来, 便有∣∣∣∣a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

− a

2

∣∣∣∣ < ε, 当 n > n0 时,

其中 n0 = max{N1, N2}, 即

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

=
a

2
.

27. 设 {an} 为一数列, 且

lim
n→∞

(an+1 − an) = l.

求 limn→∞
an
n 和 limn→∞

∑n
p=1 ap

n2 .

解 令 xn = an+1 − an,

yn =

n∑
p=0

xp

n+ 1
=
an+1 − a0
n+ 1

.

因 limn→∞ xn = l, 故 limn→∞ yn = l (参看本章问题 20). 于是

lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

an+1

n+ 1
= l.

同样, 若令

y′n =

n∑
p=1

p(ap+1 − ap)

n2
=

nan+1 −
n∑
p=1

ap

n2
,

则由本章问题 26 可知
lim
n→∞

y′n =
l

2
.

因此

lim
n→∞

n∑
p=1

ap

n2
= lim
n→∞

an+1

n
− l

2
=
l

2
.
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28. 设 an > 0 (n = 1, 2, · · · ), 且

lim
n→∞

an
an+1 + an+2

= 0. (1)

证明数列 {an} 无界.

证 (反证法) 设 {an} 有界, 记

lim
n→∞

an =M < +∞.

因 an > 0 (n = 1, 2, · · · ), 故 M > 0. 由 (1), 存在正整数 n0, 使当 n > n0 时, 便有
an

an+1 + an+2
<

1

2
, an <

1

2
(an+1 + an+2),

故

an < max{an+1, an+2} (n > n0). (2)

由 (2) 迭代递推, 可知对于任意正整数 k, 均有

an0 < max{an0+k, an0+k+1}. (3)

因 an0 > 0, 故由 (3) 便知 M > 0, 亦即

lim
n→∞

an =M > 0.

按定义便知对于 ε = M
2 而言, 有正整数 m 及一串递增的正整数 ni, 满足: m < ni 且

ni → ∞ (i→ ∞), 以及

an <
3M

2
, 当 n > m 时,

ani >
M

2
(i = 1, 2, · · · ).

这样一来, 便有

ani

ani+1 + ani+2
>

1

2
M

3

2
M +

3

2
M

=
1

6
(i = 1, 2, · · · ),

此与已知条件 (1) 发生矛盾, 所以数列 {an} 无界.

29. 证明: 对于任何实数列 {an}, 下述条件

(A) lim
n→∞

eia1 + eia2 + · · ·+ eian

n
= a

和

(B) lim
n→∞

eia1 + eia4 + · · ·+ eian2

n2
= a

是等价的.
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证 (A)⇒(B). 设 (A) 成立, 因收敛数列的任何子列都收敛, 且极限相同, 故 (B)
成立.

(B)⇒(A). 为简化记法, 我们令

cr = eiar , s(t) = c1 + c2 + · · ·+ ct.

因 |cr| = 1, 故

|s(t+ k)− s(t)| 6 k.

现设条件 (B) 成立, 并记 m = n2 + k, 式中 0 6 k 6 2n, 则∣∣∣∣s(m)

m
− s(n2)

n2

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣s(m)

m
− s(n2)

m

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣s(n2)n2
− s(n2)

m

∣∣∣∣
6 k

m
+ n2

(
1

n2
− 1

m

)
=
k +m− n2

m
=

2k

m
6 4n

n2
=

4

n
.

因此,
lim
m→∞

(
s(m)

m
− s(n2)

n2

)
= 0,

即

lim
m→∞

s(m)

m
= a.

30. 设 x1 ∈ [0, 1], 对 n > 2, 令

xn =


1

2
xn−1, n 为偶数,

1 + xn−1

2
, n 为奇数.

问: 数列 {xn} 有多少个极限点?

解 因为 ∣∣∣∣x2n − 1

3

∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣x2n−1 −
2

3

∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣1 + x2n−2

2
− 2

3

∣∣∣∣
=

1

4

∣∣∣∣x2n−2 −
1

3

∣∣∣∣ ,
所以 x2n → 1

3 , x2n+1 → 2
3 (n→ ∞), 亦即数列 {xn} 有两个极限点:13 和 2

3 .

31. 设 {xn} 是有界数列, 而且

lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0.

证明: {xn} 的聚点的集合是 [a, b], 其中

a = lim
n→∞

xn, b = lim
n→∞

xn.
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证 根据定义, a 与 b 都是 {xn} 的聚点, 故我们只要证明 a 与 b 之间的任意实数

x(a < x < b) 都是 {xn} 的聚点即可.

先证: 对于任给的 ε > 0 及任给的正整数 n′0, 必有 n∗ > n′
0 存在, 使得

|x∗n − x| < ε.

事实上, 由假定可知必有正整数 n′′0 存在, 使当 n > n′′
0 时恒有

|xn+1 − xn| < ε.

令 n0 = max{n′0, n′′0}, 则数列 {xn}∞n=n0+1 中必至少有两项 xn′ 和 xn′′ 存在, 使
xn′ < x, xn′′ > x (因为否则的话, 例如, 无小于 x 的项, 则必 limn→∞ xn > x, 此与

a < x 矛盾). 不妨设 n′ < n′′, 令满足 n′ 6 n 6 n′′ 且使 xn < x 的正整数 n 中之最大

者为 n∗. 显然, n∗ 6 n′′ − 1, 且 xn∗ < x, xn∗+1 > x. 因此, x∗ > n0, 且

|xn∗ − x| < xn∗+1 − xn∗ < ε.

现取 ε1 = 1, N1 = 1, 则存在 xn1
(n1 > 1), 使 |xn1

− x| < 1; 再取 ε2 = 1
2 , N2 = n1,

则存在 xn2 (n2 > n1), 使 |xn2 − x| < 1
2 ; 又取 ε3 = 1

3 , N3 = n2, 则存在 xn3 (n3 > n2),

使 |xn3 − x| < 1
3 ; 如此继续下去, 得到 {xn} 的一个子列 {xnk

}, 满足

|xnk
− x| < 1

k
(k = 1, 2, · · · ),

故 xnk
→ x(k → ∞), 即 x 是 {xn} 的一个聚点.

32. 设 sn =
∑n
k=1

1
k , 0 < α < 2π, an = cos(αsn), bn = sin(αsn). 证明数列 {an} 和

{bn} 的聚点全体都是闭区间 [−1, 1].

证 任取 β ∈ [0, π], 我们证明 cosβ 是 {an} 的聚点. 为此, 任取 ε > 0 及

k > α2

2πε (k ∈ N). 因 limn→∞ sn = +∞, 故集 {n : αsn 6 2πk + β} 有上界. 记 n1 − 1

是这个集的最大元, 则
αsn1−1 6 2πk + β < αsn1 .

显然 n1 > sn1 , 故

n1 >
2πk + β

α
> 2πk

α
>
α

ε
且 n1 > k.

由此得到

0 < αsn1 − (2πk + β) <
α

n1
< ε.

但此时

| cos(αsn1)− cosβ| < |αsn1 − 2πk − β| < ε,
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故对任意 ε > 0 及任意 k ∈ N, 存在 n1 > k 且

|an1 − cosβ| < ε.

这样, [−1, 1] 中每一点 x = cosβ 都是 {an} 的聚点. 对 {bn} 可同样证明.

33. 设 {an} 与 {bn} 是递增的无界数列, 且

lim
n→∞

(an+1 − an) = 0.

证明: {an − bm : n,m ∈ N} 在实数集中稠密.

证 任取实数 r 及 ε > 0, 则存在 k 使得对于一切 n > k, 有

an+1 − an < ε.

取 m 足够大使 bm > ak − r, 并由条件 an 6 bm + r < an+1, 使得 n > k (唯一) 确定.
于是

|(an − bm)− r| < |an+1 − an| < ε.

注 若取 an = bn =
√
n, 便知 {

√
n−

√
m : n,m ∈ N} 在实数集中稠密.

34. 设 0 6 an+m 6 an · am (n,m = 1, 2, · · · ). 证明 limn→∞ n
√
an 存在.

证 因 an 6 an−1a1 6 an−2a
2
1 6 · · · 6 an1 , 故

0 6 n
√
an 6 a1.

即数列 { n
√
an} 有界. 设

lim
n→∞

n
√
an = a,

则 0 6 a 6 a1. 对任给的 ε > 0, 存在正整数 n0 > 1, 使得

n0
√
an0 < a+ ε,

由于任何正整数 n > n0 均可表为 n = qn0 + r 的形式, 其中 q 为正整数, r 为不大于
n0 的非负整数, 因而

an = aqn0+r 6 a(q−1)n0
an0ar 6 a(q−2)n0

a2n0
ar

6 · · · 6 aqn0
ar 6 aqn0

ar1.

于是 n
√
an 6 a

q
n
n0a

r
n
1 . 当 an0 > 1 时,

n
√
an 6 a

q
n
n0a

r
n
1 6 a

1
n0
n0 a

r
n
1 6 (a+ ε)a

r
n
1 .
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而当 0 6 an0 6 1 时,

n
√
an 6 a

q
n
n0a

r
n
1 6 a

q
n0

(q+1)
n0 a

r
n
1

6 (a+ ε)
q

(q+1) a
r
n
1 .

当 n→ ∞ 时 q → ∞, 所以

lim
n→∞

n
√
an 6 a+ ε.

再由 ε 的任意性得 limn→∞ n
√
an 6 a, 所以

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n
√
an.

因此, limn→∞ n
√
an 存在.

35. 设 0 6 an+m 6 an + am (m,n = 1, 2, · · · ). 证明 limn→∞
an
n 存在.

证 对任意正整数 m,当 n > m时有唯一的正整数 q, r,使 n = qm+ r, 0 6 r 6 m.

记 a0 = 0, 则有

an
n

=
aqm+r

n
6 aqm + ar

n
=

aqm
qm+ r

+
ar
n

6 qam
qm+ r

+
ar
n

6 am
m

+
ar
n
.

因 limn→∞
ar
n = 0, 于是

lim
n→∞

an
n

6 inf
m

am
m
.

此外, 对任意正整数 n, 有
an
n

> inf
m

am
m
,

所以

lim
n→∞

an
n

> inf
m

am
m
,

从而 limn→∞
an
n 存在且等于 infm am

m .

注 可以证明, 若不假定 an > 0 (n = 1, 2, · · · ), 则 {ann } 可能发散于 −∞.

36. 设数列 {an} 满足条件:

am + an − 1 < am+n < am + an + 1. (1)

证明

lim
n→∞

an
n

= ω, (2)

其中 ω 为有限数, 且有
nω − 1 6 an 6 nω + 1. (3)
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证 由 (1) 得到
am+n + 1 < (am + 1) + (an + 1)

及

1− am+n < (1− am) + (1− an).

据本章问题 35, 有

lim
n→∞

an + 1

n
= ω, lim

n→∞

1− an
n

= ω1 = −ω, (4)

且知 ω 为数列 {an+1
n } 的下确界或 −∞, 即 ω 不为 +∞; 又 −ω 为数列 {1−an

n } 的下确
界或 −∞, 亦即 −ω 不为 +∞, ω 不为 −∞, 从而 ω 为有限数. 由 (4) 得到 (2) 且有

an + 1

n
> ω,

1− an
n

> −ω,

故进一步得到 (3).

37. 设 {an} 是递增数列, an > 0. 证明: 若对每一正整数 m,n, 都有 amn > man

且

sup
{an
n

}
= c < +∞,

则 limn→∞
an
n 存在 ([22], 1982, p. 337).

证 若 c = 0, 则显然有 limn→∞
an
n = 0.

若 c > 0, 则对任意 ε > 0, 存在正整数 n0 使

c− 1

2
ε <

an0

n0
6 c.

因 amn > man, 故对每一 m, 有

c− 1

2
ε <

amn0

mn0
6 c.

于是当 n > n0 满足 mn0 6 n < (m+ 1)n0 时, 就有
an
n

> amn0

(m+ 1)n0
=
amn0

mn0
· m

m+ 1
. (1)

当 m
m+1 充分接近 1 时, (1) 式右端大于 c− ε, 故

lim
n→∞

an
n

= c.

38. 设 {an} 是数列, 它满足不等式

0 6 ak 6 100an (n 6 k 6 2n, n = 1, 2, · · · ),

且使级数
∑∞
n=1 an 收敛. 证明 limn→∞ nan = 0.
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证 按假设,对任何正整数 n, a2n小于或等于 n个数 100 an, 100 an+1, · · · , 100 a2n−1

中的每一个. 因此, 相加并乘以 2 便得

2na2n 6 200 (an + an+1 + · · ·+ a2n−1)

→ 0 (n→ ∞).

同理, a2n−1 小于或等于 n 个数 100 an, 100 an+1, · · · , 100 a2n−1 中的每一个, 因
此

(2n− 1)a2n−1 6 2na2n−1

6 200 (an + an+1 + · · ·+ a2n−1) → 0 (n→ ∞).

所以

lim
n→∞

nan = 0.

39. (Toeplitz 定理) 设 pn0 + pn1 + · · · + pnn = 1 (n = 0, 1, 2, · · · ). 又设 yn =

pn0x0 + pn1x1 + · · · + pnnxn (n = 0, 1, 2, · · · ), 且 pij > 0 (i, j = 0, 1, 2, · · · ). 证明: 由
limn→∞ xn = a 推出 limn→∞ yn = a 的充分必要条件是

lim
n→∞

pnm = 0 (m = 1, 2, · · · ).

证 必要性: 对任一 m, 当 n > m 时定义 xn 如下:

xn =

{
0, n ̸= m

1, n = m
(n = 1, 2, · · · ,m,m+ 1, · · · ).

显然 limn→∞ xn = 0 且此时有

yn = pnm (n > m).

根据条件有

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

pnm = 0.

充分性: 因 limn→∞ xn = a, 故存在 M > 0 使

|xn − a| < M (n = 0, 1, 2, · · · ).

对任意 ε > 0, 存在 N∗, 当 n > N∗ 时

|xn − a| < ε

2
.

又因 limn→∞ pni = 0 (i = 0, 1, 2, · · · , N∗), 故存在 Ni > N∗, 当 n > Ni 时

0 6 pni <
ε

2
N∗M (i = 0, 1, 2, · · · , N∗).
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令 n0 = max06i6N∗ Ni, 当 n > n0 时

|yn − a| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

pnixi −
n∑
i=0

pnia

∣∣∣∣∣
6

N∗∑
i=0

pni|xi − a|+
n∑

i=N∗+1

pni|xi − a|

< N∗M · ε

2N∗M
+
ε

2

n∑
i=N∗+1

pni <
ε

2
+
ε

2
= ε.

40. 设数列 {an} 和 {bn} 满足条件:
(i) bn > 0, b0 + b1 + · · ·+ bn → +∞;

(ii) lim
n→∞

an
bn

= s.

证明

lim
n→∞

a0 + a1 + · · ·+ an
b0 + b1 + · · ·+ bn

= s.

证 令

pnm =
bm

b0 + b1 + · · ·+ bn
,

xn =
an
bn

(m = 0, 1, 2, · · · , n;n = 0, 1, 2, · · · ),

则

lim
n→∞

pnm = 0 (m = 0, 1, 2, · · · ).

因为

yn = pn0x0 + pn1x1 + · · ·+ pnnxn

=
a0 + a1 + · · ·+ an
b0 + b1 + · · ·+ bn

,

故由 Toeplitz 定理可知

lim
n→∞

a0 + a1 + · · ·+ an
b0 + b1 + · · ·+ bn

= lim
n→∞

yn = lim
n→∞

xn

= s.

41. 设 pk > 0 (k = 0, 1, 2, · · · ). 又设

(i) lim
n→∞

pn
p0 + p1 + · · ·+ pn

= 0; (ii) lim
n→∞

sn = s.

证明

lim
n→∞

s0pn + s1pn−1 + · · ·+ snp0
p0 + p1 + · · ·+ pn

= s.
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证 令

pnm =
pn−m

p0 + p1 + · · ·+ pn
(m = 0, 1, 2, · · · , n;n = 1, 2, · · · ).

因为

0 < pnm 6 pn−m
p0 + p1 + · · ·+ pn−m

→ 0 (n→ ∞),

所以对任意固定的 m 有 limn→∞ pnm = 0 且

n∑
m=0

pnm = 1.

又因为

yn = pn0s0 + pn1s1 + · · ·+ pnnsn

=
s0pn + s1pn−1 + · · ·+ snp0

p0 + p1 + · · ·+ pn
,

所以由 Toeplitz 定理得

lim
n→∞

s0pn + s1pn−1 + · · ·+ snp0
p0 + p1 + · · ·+ pn

= lim
n→∞

yn = lim
n→∞

sn = s.

42. 设 pk > 0, qk > 0 (k = 0, 1, 2, · · · ). 又设

(i) lim
n→∞

pn
p0 + p1 + · · ·+ pn

= lim
n→∞

qn
q0 + q1 + · · ·+ qn

= 0;

(ii) rn = p0qn + p1qn−1 + · · ·+ pnq0 (n = 0, 1, 2, · · · ).

证明

lim
n→∞

rn
r0 + r1 + · · ·+ rn

= 0.

证 令

Pn =
n∑
i=0

pi, Qn =
n∑
i=0

qi, Rn =
n∑
i=0

ri (n = 0, 1, 2, · · · ).

又令

pnm =
pn−mQm

p0Qn + p1Qn−1 + · · ·+ pnQ0
(m 6 n).

显见

pnm 6 pn−m
p0 + p1 + · · ·+ pn−m

→ 0 (n→ ∞),

所以对任一固定的 m 有

lim
n→∞

pnm = 0 且
n∑

m=0

pnm = 1.
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又因

rn
Rn

=
p0qn + p1qn−1 + · · ·+ pnq0
p0Qn + p1Qn−1 + · · ·+ pnQ0

= pn0
q0
Q0

+ pn1
q1
Q1

+ · · ·+ pnn
qn
Qn

,

故据 Toeplitz 定理有

lim
n→∞

rn
r0 + r1 + · · ·+ rn

= lim
n→∞

qn
Qn

= 0.

43. 证明: 若一族开区间 {Iα} 覆盖闭区间 [0, 1], 则必存在一正数 δ, 使得 [0, 1] 中

任何两点 x′, x′′ 满足 |x′ − x′′| < δ 时必属于某个开区间 Iα.

证 据有限覆盖定理, 存在有限个开区间 I1, I2, · · · , Ik, 使 [0, 1] ⊂
∪k
i=1 Ii.

若命题不真, 则对 δn = 1
n 而言, 存在 x′n, x

′′
n ∈ [0, 1], 一方面, |x′n − x′′n| < δn, 而另

一方面, x′n, x′′n 不同时属于某个开区间 Ii (1 6 i 6 k).

因 {x′n} ⊂ [0, 1], 故存在子列 {x′nj
}, 使

lim
j→∞

x′nj
= x′0 ∈ [0, 1].

又 {x′′nj
} ⊂ [0, 1], 故存在子列 {x′′njh

}, 使

lim
h→∞

x′′njh
= x′′0 ∈ [0, 1].

而 |x′njh
− x′′njh

| < δnjh
→ 0 (h → ∞), 故 x′0 = x′′0 = x0, 且 x0 属于某个开区间 Ii, 即

x0 是 Ii 的一个内点. 因
lim
h→∞

x′njh
= lim
h→∞

x′′njh
= x0,

故存在 h0, 当 h > h0 时 x′njh
, x′′njh

∈ Ii. 此与反证法的假定发生矛盾.

44. 证明下列断语是等价的:
(I) Dedekind 分割原理;
(II) 确界存在原理;
(III) 单调有界原理;
(IV) 区间套定理;
(V) 有限覆盖定理;
(VI) 聚点原理;
(VII) 有界数列必有收敛子列;
(VIII) Cauchy 收敛准则.
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证 (I) ⇒ (II): 只要证明, 若数集 D 有上界, 则 D 必有唯一的上确界.
1◦ 若 D 有最大值 M, 则 M 就是 D 的上确界.
2◦ 设 D 为无限集且无最大值. 做实数集 R1 的分割 (X,Y ), 其中 Y 为 D 的一切

上界所组成之集, X 为 Y 的补集. 于是
(i) X ̸= ∅, Y ̸= ∅,

(ii) X ∩ Y = ∅,

(iii) 任取 x ∈ X, 若存在 y ∈ Y 使 y 6 x, 则 x 成为 D 的一个上界, 从而 x ∈ Y, 这

与 (ii) 矛盾. 故对任意 y ∈ Y, x ∈ X, 均有 x < y.

因此, (X,Y ) 是一个 Dedekind 分割. 由分割原理, 存在唯一 α ∈ R1, 使对任意

x ∈ X, y ∈ Y 有

x 6 α < y 或 x < α 6 y.

因 α 不可能是 X 的最大值 (若 α 是 X 的最大值, 则 α ∈ Y, 从而 X ∩ Y ̸= ∅, 矛盾!)
故对一切 x ∈ X, 均有 x < α, 即 x 6 α < y 不能成立. 这样, 只有 x < α 6 y 成立, 即
α 是 Y 中的最小者, 也就是 D 的上界中的最小者, 故 D 有唯一的上确界 α.

(II) ⇒ (III): 不妨假设 {xn} 单调增加且有上界. 据确界存在原理, {xn} 必有上确
界 a, 即

sup{xn} = a.

兹证 a 就是 {xn} 当 n→ ∞ 时的极限.
事实上, 由上确界定义知对任意 ε > 0, 存在 n0, 使

a− ε < xn0 6 a.

再据 {xn} 单调增加, 可知对任何 n > n0 均有

xn0 6 xn 6 a.

因此, 当 n > n0 时有 |xn − a| < ε, 即

lim
n→∞

xn = a.

(III) ⇒ (IV): 设闭区间列 {[an, bn]} 满足条件:
(i) [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ),

(ii) lim
n→∞

(bn − an) = 0.

由 (i) 知数列 {an} 单调增加且有上界, 故 {an} 收敛. 令

lim
n→∞

an = sup{an} = a > an (n = 1, 2, · · · ). (1)
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又因对每一 n, bn 是 {an} 的上界, 且 a 是 {an} 的最小上界, 故

a 6 bn (n = 1, 2, · · · ). (2)

由 (1), (2) 可知 an 6 a 6 bn (n = 1, 2, · · · ), 即

a ∈ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ).

若还存在实数 b 使

b ∈ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ),

则 0 6 |a− b| 6 bn − an → 0 (n→ ∞), 故 a = b.

(IV) ⇒ (V): 设 D 是闭区间 [a, b] 的一个开覆盖. 假如 [a, b] 不能被 D 中任何有限

个开集覆盖, 将 [a, b] 等分为两个区间, 则其中至少有一个区间不能被 D 中任何有限个

开集覆盖, 记此区间为 [a1, b1]. 再等分 [a1, b1], 同样至少有一个不能被 D 中任何有限个

开集覆盖, 记此区间为 [a2, b2]. 如此继续下去, 得到一列闭区间

[a1, b1], [a2, b2], · · · , [an, bn], · · · ,

适合

(i) 任何一个 [an, bn] 都不能被 D 中任何有限个开集覆盖.
(ii) [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] ⊂ [a, b] (n = 1, 2, · · · ).

(iii) lim
n→∞

(bn − an) = 0.

据区间套定理, 存在唯一实数 c ∈ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ), 且

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c.

因 D 覆盖了 [a, b], 故 D 中至少有一个开集从而至少有一个开区间 (α, β), 使得

c ∈ (α, β).

由极限性质知存在 n0, 当 n > n0 时有

α < an < bn < β,

即 [an, bn] ⊂ (α, β). 因此, (α, β) 覆盖了 [an, bn] (n > n0). 这与 (i) 发生矛盾.
(V) ⇒ (VI): 设 D 为有界的无限集. 令

a = infD, b = supD,

则 D ⊂ [a, b]. 假如 D 没有聚点, 那么对任意 x ∈ [a, b], 存在 x 的邻域 U(x, δx) =

(x− δx, x+ δx), 使 U(x, δx) 中至多含有 D 的有限个点, 即 U(x, δx) ∩D 是有限集. 显
然, 当 x 走遍 [a, b] 时, 这些邻域就覆盖了 [a, b], 即

[a, b] ⊂
∪

x∈[a,b]

U(x, δx).
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据有限覆盖定理, 存在有限个邻域 U(x1, δ1), · · · , U(xn, δn), 它们足以覆盖 [a, b], 即

[a, b] ⊂
n∪
i=1

U(xi, δi),

从而 D ⊂
∪n
i=1 U(xi, δi). 由此得到 D 为有限集, 此为矛盾. 因此, D 必有聚点.

(VI) ⇒ (VII): 设 {xn} 是有界无穷数列. 若 {xn} 是由有限个实数重复出现而构成
的数列, 则至少有一个数 c 要重复出现无穷多次. 设 c 重复出现的项为 n1, n2, · · · , 则

lim
k→∞

xnk
= c,

即 {xnk
} 是 {xn} 的一个收敛子列.

现设 {xn} 确由无穷多个不同的实数组成, 则此数列为一有界无穷集. 据聚点原理,
{xn} 至少有一聚点 c. 于是, 对任何 k,

(
c− 1

k , c+
1
k

)
中必含有 {xn} 的无穷多项, 从而

在
(
c− 1

k , c+
1
k

)
中可以选出 {xn} 的一个项 xnk

使 xnk
̸= c. 因 k 是任意正整数, 故得

{xn} 的一个子列 {xnk
}, 使得 xnk

∈
(
c− 1

k , c+
1
k

)
, 因而

lim
k→∞

xnk
= c.

(VII) ⇒ (VIII): 必要性是显然的.
兹证充分性. 据条件, 对 ε = 1, 存在 n0, 当 n,m > n0 时有

|xn − xm| < 1.

于是,
|xn| 6 |xn − xn0+1|+ |xn0+1| < 1 + |xn0+1|.

令

M = max{|x1|, · · · , |xn0
|, 1 + |xn0+1|},

则 |xn| 6M (n = 1, 2, · · · ), 故 {xn} 有界. 因此存在收敛子列 {xnk
}, 设

lim
k→∞

xnk
= c.

于是由不等式

|xn − c| 6 |xn − xnk
|+ |xnk

− c|

可知, limn→∞ xn = c.

(VIII) ⇒ (I): 设 (X,Y ) 是全体实数 R1 的任意一个分割. 因 X ̸= ∅, Y ̸= ∅, 故可
任取 a1 ∈ X, b1 ∈ Y, 则 b1 > a1. 将 [a1, b1] 等分为二, 若分点 a1+b1

2 ∈ X 就取右半区间

并记为 [a2, b2]; 若 a1+b1
2 ∈ Y, 则取左半区间并记为 [a2, b2]. 总之, a2 ∈ X, b2 ∈ Y. 如此

继续下去, 得到闭区间列 {[an, bn]}, 满足
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(i) [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] (n = 1, 2, · · · ),

(ii) lim
n→∞

(bn − an) = 0,

(iii) an ∈ X, bn ∈ Y (n = 1, 2, · · · ).

由 (i), (ii) 可知数列
a1, b1, a2, b2, · · · , an, bn, · · ·

是 Cauchy 数列, 因而收敛. 设其极限为 c ∈ R1. 若 c ∈ X, 可证 c 必为 X 的最大值.
事实上, 假如存在 x ∈ X 而有 c < x, 取正数 ε = x− c, 则

(c− ε, c+ ε) ⊂ X.

由 (iii), 每个 bn /∈ (c − ε, c + ε), 这与 a1, b1, a2, b2, · · · , an, bn, · · · 收敛于 c 发生矛盾.
因此, c 为 X 的最大值. 此时 Y 显然无最小值. 类似地可证, 若 c 在 Y 中, 则 c 必是

Y 的最小值, 此时 X 无最大值.

注 本题中八个等价的断语从不同的角度刻画了实数的连续性 (又称完备性).

反 例

1. 一个发散数列 {an}, 使 {|an|} 收敛.
设 an = (−1)n−1(n = 1, 2, · · · ). 显然, {an} 发散, 但 {|an|} 收敛.

注 容易证明, 若数列 {an} 收敛于 a, 则 {|an|} 必收敛于 |a|. 上述反例说明了它
的逆命题并不成立.

2. 一个收敛数列与一个发散数列, 其积是收敛数列.
设 an = 1

n , bn = n (n = 1, 2, · · · ), 则 {an} 收敛于 0, {bn} 发散至 +∞, 而 {anbn}
却收敛于 1.

3. 一个收敛数列和一个发散数列, 其积是发散数列.
设 xn = 1

n+1 , yn = n sin nπ
2 (n = 1, 2, · · · ), 则数列 {xn} 收敛, {yn} 发散, 而其积

{xnyn} 也发散.
4. 两个非负的发散数列, 其积却收敛.
设 xn = 1+(−1)n

2 , yn = 1−(−1)n

2 (n = 1, 2, · · · ), 则 {xn} 与 {yn} 均为发散数列. 但
xnyn = 0 (n = 1, 2, · · · ), 因而数列 {xnyn} 收敛于零.

5. 两个非负的发散数列, 其和却是一个收敛数列.
取数列

1, 0, 1, 0, 1, 0, · · ·

及数列

0,
1

2
, 0,

2

3
, 0,

3

4
, · · · ,
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显然, 这两个数列都发散, 但其对应项相加所组成的数列是

1,
1

2
, 1,

2

3
, 1,

3

4
, · · · ,

它是一个收敛数列.
6. 算术平均值收敛的发散数列.
称 yn = x1+x2+···+xn

n (n = 1, 2, · · · ) 为数列 {xn} 的算术平均值. 可以证明, 若数
列 {xn} 收敛, 则它的算术平均值所组成之数列也收敛 (参看本章问题 20). 应当注意,
这个命题之逆并不成立. 例如, 取 xn = (−1)n−1 (n = 1, 2, · · · ), 则数列 {xn} 发散. 但

lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

= 0.

7. 对每个正整数 p, 都有 limn→∞(an+p − an) = 0 的发散数列 {an}.

取 an 为调和级数的第 n 部分和:

an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
.

这时数列 {an} 是发散的, 但是, 对于每个正整数 p, 都有

an+p − an =
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ p
6 p

n+ 1
→ 0 (n→ ∞).

注 极限 limn→∞(an+p − an) = 0 对于 p 不是一致的. 事实上, 可以证明, 为使
limn→∞(an+p − an) = 0 对于 p 是一致的, 当且仅当 {an} 是 Cauchy 数列. 因此, 对于
具有性质 limn→∞(an+p − an) = 0 的发散数列 {an}, 极限 limn→∞(an+p − an) = 0 对

于 p 就不可能是一致的.

8. 任给严格递增的正整数列 {φn} = {φ(n)},可构造发散数列 {an},使 limn→∞(aφ(n)−
an) = 0.

应用归纳法原理, 容易证明, 对一切 n = 1, 2, · · · , 有 φ(n) > n. 更一般地, 对一切
n 和 k = 1, 2, · · · , 有 φ(n+ k) > n+φ(k). 所以 limn→∞ φ(n) = +∞. 现分两种情况来

讨论:
(i) 若 {φ(n)− n} 有界, 即存在常数 M, 使对一切 n = 1, 2, · · · , 都有

φ(n)− n 6M,

这时 {an} 可以取为调和级数的部分和的数列, 因此, {an} 是发散的. 另一方面, 有

aφ(n) − an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
+ · · ·+ 1

φ(n)
−
(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
=

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

φ(n)

6 M

n+ 1
→ 0 (n→ ∞).
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(ii) 若 {φ(n)− n} 无界, 设 k 是能使 φ(k) > k 的最小正整数, 并令

an =

{
1, n = k, φ(k), φ(φ(k)), · · · ,
0, 其他情况.

由于 {φ(n)} 严格递增, 因而 {an} 中存在着一个恒等于 1 的无穷子列; 又因为
{φ(n) − n} 无界, 所以 {an} 中还会有一个恒等于零的无穷子列存在, 因此 {an} 发散.
另一方面, 对每个 n = 1, 2, · · · , 按 an 的定义, 恒有 aφ(n) = an, 所以 aφ(n) − an →
0 (n→ ∞).

9. 存在一个收敛数列, 它不是有界变差数列.
数列 {xn} 叫作有界变差的, 是指存在常数 M, 使

|x2 − x1|+ |x3 − x2|+ · · ·+ |xn − xn−1| 6M (n = 1, 2, · · · ).

可以证明, 有界变差数列必为收敛数列. 但是, 这个命题之逆并不成立. 例如, 令

xn =
n∑
k=1

(−1)k−1 1

k
,

则有

|xn+p − xn| =
∣∣∣∣(−1)n

[
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− · · ·+ (−1)p−1 1

n+ p

]∣∣∣∣
=

1

n+ 1
−
(

1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
−
(

1

n+ 4
− 1

n+ 5

)
− · · ·

<
1

n+ 1
.

于是, 按 Cauchy 收敛准则, {xn} 收敛. 但是

sn = |x1|+ |x2 − x1|+ · · ·+ |xn − xn−1|

= 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
→ +∞ (n→ ∞).

因此, {xn} 不是有界变差数列.
10. Cauchy 数列的几种弱形式之间的关系.
古典 Cauchy 定理给出了数列收敛的充要条件如下:
I. 数列 {an} 收敛的充要条件是对任意 ε > 0, 存在正整数 n(ε), 当 n, n′ > n(ε) 时,

就有

|an − an′ | < ε.

II. 数列 {an} 收敛的充要条件是对任意 ε > 0, 存在正整数 n(ε), 当 n > n(ε) 时,
对任何 m ∈ N, 都有

|an+m − an| < ε.
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III.数列 {an}收敛的充要条件是对任意 ε > 0,存在正整数 n(ε),使对一切 m ∈ N,

都有

|an(ε)+m − an(ε)| < ε.

我们自然要问: 当 N 代以它的真子集时, 这些条件是否还是充分的? 为回答这一
问题, 我们设 P ⊂ N, s = {an} 是数列, 并引入下列概念:

定义 1 数列 s 称为在类 M (P ) 中, 是指对每一 ε > 0, 存在正整数 n(ε), 当

n > n(ε) 且 p ∈ P 时, 就有
|an+p − an| < ε.

定义 2 数列 s称为在类 N (P ) 中, 是指对每个 ε > 0,存在正整数 n(ε),当 p ∈ P

时, 就有
|an(ε)+p − an(ε)| < ε.

定义 3 数列 s 称为在类 X (P ) 中, 是指对任意 ε > 0 和 m ∈ N, 存在正整数

n(ε,m) > m, 当 p ∈ P 时, 就有

|an(ε,m)+p − an(ε,m)| < ε.

我们用 C 代表一切收敛数列所组成之集, 则
I 即为 C = {Cauchy 数列};
II 即为 C = M (N);

III 即为 C = N (N).

Neculce[59] 证明了 C ⊂ M (P ) ⊂ H (P ) ⊂ N (P ), 但它们并不相等, 从而否定地
回答了上面提出的问题.

例 1 集 P 使 M (P ) ̸= C .

令 P = {p : p = 2k, k ∈ N}, 则在 M (P ) 中存在发散数列.
事实上, 取 s = {an}, 其中

an = 0, n = 2m; an = 1, n = 2m− 1;m ∈ N.

显然, s ∈ M (P ), 且 s 发散.

例 2 集 P 使 M (P ) ̸= X (P ).

考虑数列 s = {an}, 其定义为

an = 0, n = 4k − 2, k ∈ N ;

an = 1, n = 2k − 1 或 n = 4k, k ∈ N.
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对每个 m ∈ N, 我们取 n(ε,m) = 4k′ > m, 则

|a4k′+2k−1 − a4k′ | = 0,

故 s ∈ X (P ), 这里 P = {p : p = 2k − 1, k ∈ N}. 然而, s /∈ M (P ).

例 3 集 P 使 X (P ) ̸= N (P ).

考虑数列 s = {an}, 其定义如下:

an = 0, n = 1 或 n = 2k, k ∈ N ;

an = 1, n = 2k + 1, k ∈ N.

易见, 对每个 ε > 0, 我们取 n(ε) = 1, 则当 p ∈ P 时, 就有

|an(ε)+p − an(ε)| = 0,

故 s ∈ N (P ), 这里 P = {p : p = 2k − 1, k ∈ N}. 然而, 数列 s 不在 X (P ) 中, 因为对
m > 1, 我们取 n(ε,m) = 2k′ > m, 则有

|a2k′+2k−1 − a2k′ | = 1.

若取 n(ε,m) = 2k′ + 1 > m, 则有

|a2k′+1+2k−1 − a2k′+1| = 1.
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基本概念和主要结果

本章所考虑的一切集合, 包括函数的定义域和值域, 都假定是 R1 的子集, 除非另
有明确的声明. 这个假定在全书中除第七、八两章外都有效.

设 f 是定义域为 D 的函数, S 是 D 的一个子集, 则 f 在 S 上的限制就是定义域

为 S 的函数 g, 使当 x ∈ S 时 g(x) = f(x). 如果 g 是 f 的限制, 则称 f 为 g 的扩张.
如果两个函数 f 和 g, g 的值域是 f 的定义域的一个子集, 则有 f 和 g 的复合

函数, 记作 f ◦ g, 这个函数在 g 的定义域内的点 x 上的值是 f [g(x)]; 简言之, 函数
y = f [g(x)] 称为函数 f(u) 和函数 u = g(x) 的复合.

设 f 是 D 上的有界函数, 即存在常数 m,M, 使得对一切 x ∈ D, 有

m 6 f(x) 6M.

我们称

m∗ = inf
x∈D

f(x) 与 M∗ = sup
x∈D

f(x)

为 f 在 D 上的下确界与上确界, 称

ω =M∗ −m∗

为 f 在 D 上的振幅.
设 f 是定义在 D 上的函数, a 是 D 的一个点或是 D 的一个聚点, f 叫作在点 a

局部有界, 是指存在 a 的一个邻域, 使 f 在其上是有界的; f 叫作在 D 的一个子集A

上局部有界, 是指 f 在 A 的每个点都是局部有界的.
f 叫作在点 a ∈ D 取得局部极大值, 是指存在 a 的某个邻域 U(a, δ), 使对任何

x ∈ U(a, δ) ∩D, 恒有 f(x) 6 f(a). 类似地, 可定义 f 在点 a ∈ D 取得局部极小值.
函数 f 叫作在 D 上递增 (或单调增加)的,是指对于任意的 x1, x2 ∈ D,当 x1 < x2

时, 不等式 f(x1) 6 f(x2) 成立. 若对于一切的 x1 ∈ D,x2 ∈ D,x1 < x2, 不等式

f(x1) < f(x2) 成立, 则称 f 在 D 上为严格递增 (或严格单调增加) 函数. 类似地可定
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义递减函数和严格递减函数. 若函数 f 在 D 上为递增或递减函数, 则称它是 D 上的单

调函数; 类似地可定义严格单调函数.
设 f 是定义在区间 I 上的函数, 若对任意开区间 (α, β) ⊂ I, f 在 (α, β) 上都不是

单调的, 则称 f 在 I 上是无处单调的.
设 I 是函数 f 的定义域内的一个区间, 称 f 在 I 上具有介值性质, 是指对于任意

a, b ∈ I(a < b), 以及 µ ∈ R1 适合 f(a) < µ < f(b) 或 f(a) > µ > f(b), 存在 c ∈ (a, b),

使得 f(c) = µ.

设 f 是区间 I 上的函数. 称 f 为凸函数, 如果对任意 x1, x2 ∈ I, 0 < λ < 1, 有

f [λx1 + (1− λ)x2] 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2).

设 f 是定义在 D 上的函数, 若对一切 x ∈ D, 都有 f(x) = x, 则称 f 为恒等函数.
若对一切 x ∈ D, 都有 f(x) = C (C 为常数), 则称 f 为常值函数.

正负号函数的定义和记号为

sgn x =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

括号函数 [x] 代表不超过 x 的最大整数.
集 E 的特征函数 φE 定义为

φE(x) =

{
1, x ∈ E,

0, x /∈ E.

设函数 f 在 x0 附近 (可以不含 x0) 有定义, 称 f 在 x 趋于 x0 时以 a 为极限, 是
指对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使 0 < |x− x0| < δ 时

|f(x)− a| < ε,

并记为 limx→x0 f(x) = a 或 x→ x0 时 f(x) → a.

若当 x 保持大于 x0 (小于 x0) 而趋于 x0 时, f(x) 趋于 a, 则称 a 为 f 在 x = x0

处的右极限 (左极限), 并记为

lim
x→x0+0

f(x) = a

(
lim

x→x0−0
f(x) = a

)
,

或记为 f(x0 + 0) = a (f(x0 − 0) = a).

显然, 函数 f 在 x0 处有极限, 当且仅当 f 在 x0 处有左、右极限并且相等, 此时

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x).
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Cauchy 准则 设函数 f 在 x0 附近有定义 (不必包含 x0), 则 f 在 x0 处有极限,
当且仅当任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 0 < |x′ − x0| < δ, 0 < |x′′ − x0| < δ 时,

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

设 f 在 x0 附近有定义 (可以不包含 x0), 称

lim
x→x0

f(x) = inf
δ>0

sup
0<|x−x0|<δ

f(x)

(
lim
x→x0

f(x) = sup
δ>0

inf
0<|x−x0|<δ

f(x)

)
为函数 f 在 x0 处的上 (下) 极限. 上极限有时亦记为

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

sup f(x),

下极限有时记为

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

inf f(x).

设 f 是闭区间 [a, b] 上的递增函数, x0 ∈ [a, b). 数

f(x0)− f(x0 − 0) 和 f(x0 + 0)− f(x0)

分别叫作 f 在 x0 处的左跃度和右跃度. 数

f(x0 + 0)− f(x0 − 0)

叫作 f 在 x0 处的跃度 (对端点 a, b, 只考虑单边跃度).
设 f 是定义域为 D 的函数, x0 ∈ D. 若任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使对满足

|x0 − x| < δ 的所有 x ∈ D, 有

|f(x0)− f(x)| < ε,

则称 f 在 x0 连续. 若 f 在 x0 不连续, 则称 f 在该点间断. 若函数 f 在 D 的各个点

都连续, 则称 f 在 D 上连续. 若 f 在 D 的各个点都不连续, 则称 f 在 D 上无处连续.
若 f(x0 − 0) = f(x0), 则称 f 在 x0 处左连续; 若 f(x0 + 0) = f(x0), 则称 f 在 x0

处右连续.
显然, f 在 x0 处连续, 当且仅当 f 在 x0 处左连续且右连续.
若 limx→x0 f(x) 6 f(x0), 则称 f 在 x0 处上半连续; 若 limx→x0

f(x) > f(x0), 则

称 f 在 x0 处下半连续.
设 x0 是函数 f 的间断点. 若 f(x0 + 0) = limx→x0+0 f(x) 与 f(x0 − 0) =

limx→x0−0 f(x) 皆存在, 则称 x0 为 f 的第一类间断点; 若 f(x0 + 0) 与 f(x0 − 0)

中至少有一个不存在, 则称 x0 为 f 的第二类间断点.
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设 f 是定义在 D 上的函数, 若对任给的 ε > 0, 存在 δ = δ(ε) > 0, 使得只要

|x1 − x2| < δ, x1, x2 ∈ D, 必有

|f(x1)− f(x2)| < ε,

则称 f 在 D 上一致连续.
连续函数的性质:
1. 若 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 则 f 在 [a, b] 上有界.
2. 若 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 则 f 在 [a, b] 上达到最大值与最小值.
3. 连续函数介值定理 若 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 则对于 f(a) 与 f(b) 之间的任

意实数 µ, 至少存在一点 ζ ∈ [a, b], 使得

f(ζ) = µ.

4. 若 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 则 f 在 [a, b] 上一致连续.
本章的某些问题和反例, 还要用到无穷级数的收敛性和一致收敛性, 一致收敛的

Weierstrass 判别法以及集合论的基础知识.

问 题

1. 设 f 和 g 都是区间 [0, 1] 上的实值函数. 证明: 存在 x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], 使得

|xy − f(x)− g(y)| > 1

4
.

证 (反证法) 若对任意 x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], 都有

|xy − f(x)− g(y)| < 1

4
,

则作为特例, 应有

|f(1)− g(0)| < 1

4
, |f(0) + g(1)| < 1

4
, |f(0) + g(0)| < 1

4
.

另一方面, 由三角不等式得到

|1− f(1)− g(1)| > 1− |f(1) + g(1)|

> 1− |f(1) + g(0)| − | − g(0)− f(0)| − |f(0) + g(1)|

>
1

4
,

矛盾.
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2. 设 f 为 (−∞,+∞) 内不减函数, x0 ∈ (−∞,+∞), xn = f(xn−1) (n = 1, 2, · · · ),
又设 x0 = a 时, 数列 {xn} 收敛. 证明: 当 min{a, f(a)} 6 x0 6 max{a, f(a)} 时, {xn}
也收敛.

证 记 x
(a)
0 = a, x

(a)
n = f(x

(a)
n−1) (n = 1, 2, · · · ), 且 limn→∞ x

(a)
n = A. 不妨设

a < f(a). 已知 x0 = a 时 {xn} 收敛, 故考虑 a < x0 6 f(a). 又 f 为不减函数,
x
(a)
1 = f(a) > a, 故

a < x0 6 f(a) = x
(a)
1 ,

x
(a)
1 < x1 = f(x0) 6 f(x

(a)
1 ) = x

(a)
2 .

依次做下去, 一般有
x
(a)
n+1 6 xn+1 6 x

(a)
n+2 (n = 1, 2, · · · ).

于是, 据极限比较法则知
lim
n→∞

xn+1 = A.

3. 设 x1 是实数, xn+1 = a sinxn (n > 1), 这里 |a| 6 π
2 . 讨论数列 {xn} 当 n→ ∞

时的极限.

解 只需考虑 x1 > 0 的情形. 当 x1 = 0 时, limn→∞ xn = 0. 设 x1 > 0. 如果

a < 0, 则取与 −a 对应的数列记作 {yn}, 我们得到 yn = (−1)n−1xn. 因此, 只需考虑
a > 0.

当 0 6 a 6 1 时, 我们得到 xn > 0, xn+1 = a sinxn 6 xn, 亦即 limn→∞ xn 存在并

且可从方程 x = a sinx 求得它等于 0.
当 1 < a 6 π

2 时, 方程 x = a sinx 有非零解 x∗. 容易验证, 当 x1 < x∗ 时,
xn < x∗(n > 1), 且数列 {xn} 递增并趋向于 x∗; 而当 x1 > x∗ 时, {xn} 递减且趋向于
x∗. 因此, 当 a > 1 时, limn→∞ xn = x∗.

当 −1 6 a < 0 时, limn→∞ xn = 0.

当 a < −1 时, limn→∞ xn 不存在.
4. 设 x0 = p, x1 = p + q sinx0, · · · , xn = p + q sinxn−1, · · · (n = 1, 2, · · · ). 证明数

列 {xn} 当 n→ ∞ 时收敛于某个 ζ, 而且 ζ 是方程

x = p+ q sinx (0 < q < 1)

的唯一解.

证 对任意正整数 m, 有

xn+m − xn = q(sinxn+m−1 − sinxn−1)

=
q

2
cos xn+m−1 + xn−1

2
sin xn+m−1 − xn−1

2
.



46 第二章 函 数

于是

|xn+m − xn| <
q

2

∣∣∣∣sin xn+m−1 − xn−1

2

∣∣∣∣
<

q

22
|xn+m−1 − xn−1| < · · · < q

2n
|xm+1 − x1|.

又由于

|xm+1 − x1| 6
q

2

∣∣∣∣cos xm + x0
2

sin xm + x0
2

∣∣∣∣
6 q

2
,

所以

|xn+m − xn| 6
q

2n+1
.

因此 {xn} 是 Cauchy 数列, 从而收敛. 令

lim
n→∞

xn = ζ,

则

ζ = p+ q sin ζ.

若有另一解 η, η = p+ q sin η, 则

ζ − η = q(sin ζ − sin η).

因此

0 6 |ζ − η| = q| sin ζ − sin η| 6 q|ζ − η|.

又 0 < q < 1, 故必有 ζ = η.

5. 给定实数 x0, 令 x1 = cosx0, x2 = cosx1, · · · , xn = cosxn−1, · · · , 证明数列
{xn} 收敛.

证 因 |x1| 6 1, 故不妨设 0 6 x1 6 1, 则 xn > 0 (n = 1, 2, · · · ). 我们比较 x1 与

x3. 若 x1 6 x3, 则

x4 − x2 = cosx3 − cosx1 = −2 sin x3 − x1
2

sin x3 + x1
2

6 0,

故 x4 6 x2.

x5 − x3 = cosx4 − cosx2 = −2 sin x4 − x2
2

sin x4 + x2
2

> 0,

故 x5 > x3.



问 题 47

容易用数学归纳法证明 {x2n−1} 递增且有上界, {x2n} 递减且有下界, 故它们都收
敛. 令

lim
n→∞

x2n−1 = α, lim
n→∞

x2n = β.

由 cosx 的连续性可得 cosα = β, cosβ = α. 于是, α = cos cosα, β = cos cosβ. 由
f(x) = x− cos cosx 的零点的唯一性得 α = β, 所以 {xn} 的奇子列 {x2n−1} 与偶子列
{x2n} 收敛于同一极限, 从而 {xn} 收敛.

对于 x1 > x3, 同理可证 {xn} 收敛.
6. 设 a0 = 0, a1 = 1 + sin(a0 − 1), · · · , an = 1 + sin(an−1 − 1) (n = 1, 2, · · · ).

求

lim
n→∞

n∑
k=1

ak
n
.

解 设 bn = an − 1, 则 b0 = −1, bn = sin bn−1, · · · . 由归纳法可知 bn 都是负的, 故

bn < sin bn = bn+1.

因此, 数列 {bn} 递增且有上界, 从而收敛. 令

lim
n→∞

bn = L,

则 sinL = L, 故 L = 0, limn→∞ an = 1. 于是

lim
n→∞

a1 + · · ·+ an
n

= lim
n→∞

an = 1.

7. 设 a > 0, s1 = ln a, sn =
∑n−1
k=1 ln(a − sk) (n = 2, 3, · · · ). 证明: limn→∞ sn =

a− 1.

证 因对 x > 0, 不等式 lnx 6 x− 1 恒成立, 故

s1 = ln a 6 a− 1.

现设 si 6 a− 1 (i = 1, 2, · · · , n− 1), 由

sn − sn−1 = ln(a− sn−1)

得 sn − sn−1 6 a− sn−1 − 1, 即 sn 6 a− 1. 所以 ln(a− sn) 有意义且数列 {sn} 有界.
又因 {sn}(n > 2) 递增, 故 {sn} 收敛. 令

lim
n→∞

sn = s,

对 sn − sn−1 = ln(a− sn−1) 取极限, 即得 s = a− 1.

8. 设 x 为任意实数, 讨论 limn→∞ sinnx 和 limn→∞ cosnx 是否存在.
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解 就数列 {sinnx} 进行讨论.
(i) 若 x = kπ (k = 0,±1,±2, · · · ), 则 sinnx = 0, 故 limn→∞ sinnx = 0.

(ii) 若 x ̸= kπ (k = 0,±1,±2, · · · ), 则 x
2 ̸= k π2 , 故 sin x

2 ̸= 0, cos x2 ̸= 0.

因 {sinnx} 有界, 故 {sinnx} 或收敛, 或无限振荡, 二者必居其一. 今设

lim
n→∞

sinnx = l,

则对任意 ε > 0, 存在正整数 n0, 当 n > n0 时有

l − ε < sinnx < l + ε.

当然也有

l − ε < sin(n+ 1)x < l + ε.

因此

| sin(n+ 1)x− sinnx| < 2ε.

从而 ∣∣∣∣cos(n+
1

2

)
x sin x

2

∣∣∣∣ < ε.

因 sin x
2 ̸= 0, 故 ∣∣∣∣cos(n+

1

2

)
x

∣∣∣∣ < ε∣∣∣sin x
2

∣∣∣ . (1)

又, 当 n > n0 + 1 时有

| sinnx− sin(n− 1)x| < 2ε.

由此得到 ∣∣∣∣cos(n− 1

2

)
x

∣∣∣∣ < ε∣∣∣sin x
2

∣∣∣ . (2)

由恒等式

cos
(
n+

1

2

)
x = cosnx cos x

2
− sinnx sin x

2
,

cos
(
n− 1

2

)
x = cosnx cos x

2
+ sinnx sin x

2

和 (1), (2) 两式, 可得

| cosnx| < ε∣∣∣sin x
2

∣∣∣ ∣∣∣cos x
2

∣∣∣ ,
| sinnx| < ε∣∣∣sin x

2

∣∣∣2 .
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故同时得到

lim
n→∞

cosnx = 0, lim
n→∞

sinnx = 0,

即 l = 0. 但这与恒等式 sin2 nx + cos2 nx = 1 矛盾. 故 {sinnx} 不收敛, 而是无限振
荡的.

综合上述可得结论: 仅当 x 为 π 的整数倍时, {sinnx} 收敛于 0, x 不等于 π 的整

数倍时, limn→∞ sinnx 不存在.
对 {cosnx} 可同样讨论, 其结论是: 仅当 x 等于 π 的偶数倍时, limn→∞ cosnx =

1, x 不等于 π 的偶数倍时, limn→∞ cosnx 不存在.

9. 设函数 f 在闭区间 [a, b] 上严格单调, 且 limn→∞ f(xn) = f(b), xn ∈ [a, b]. 证明

limn→∞ xn = b.

证 不妨设 f 在 [a, b] 上是严格递增的. 任给 ε (0 < ε < b− a), 我们只要证明存在

正整数 n0, 当 n > n0 时就有 b− ε < xn 6 b 即可.
因 f 严格递增, 故 f(b− ε) < f(b).又, limn→∞ f(xn) = f(b),故存在正整数 n0,当

n > n0 时就有 f(xn) > f(b−ε).而 f 严格递增,故由 f(xn) > f(b−ε)得到 xn > b−ε.
因此, 对一切 n > n0, 有 b− ε < xn 6 b, 即

lim
n→∞

xn = b.

10. 设 f 在 [a, b] 上连续, {xn} ⊂ [a, b] 且 limn→∞ f(xn) = A. 证明存在点

x0 ∈ [a, b], 使得 f(x0) = A.

证 因 {xn} ⊂ [a, b], 故 {xn} 中必有收敛子列 {xnk
}, 设 limk→∞ xnk

= x0. 因

a 6 xnk
6 b, 故 x0 ∈ [a, b].

又, limn→∞ f(xn) = A, 故 limk→∞ f(xnk
) = A. 由于 f 在 [a, b] 上连续, 因而

A = lim
k→∞

f(xnk
) = f

(
lim
k→∞

xnk

)
= f(x0).

11. 设 f 于区间 (a, b) 内连续, 而且

l = lim
x→a

f(x), L = lim
x→a

f(x).

证明对任意 λ ∈ [l, L], 皆有数列 {xn}, xn → a, 使得

lim
n→∞

f(xn) = λ.

证 由上、下极限定义, 存在数列 {x′n}, {x′′n}, 使 x′n → a, x′′n → a (n→ ∞), 且

lim
n→∞

f(x′n) = l, lim
n→∞

f(x′′n) = L.
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今构造数列 {xn} :

xn =

{
x′k, n = 2k,

x′′k , n = 2k − 1.

显然, xn → a (n→ ∞), 而且 limn→∞(xn+1 − xn) = 0. 又

lim
n→∞

f(xn) = l, lim
n→∞

f(xn) = L.

因 f 连续, 故
lim
n→∞

[f(xn+1)− f(xn)] = 0.

于是由第一章问题 31 可知结论成立.

12. 证明 Riemann 函数

f(x) =


1

q
, x 为 [0, 1] 内的有理数

p

q
, p 与 q 是互素的整数, q > 0,

0, x 为 [0, 1] 内的无理数.

在 [0, 1] 内的无理点连续, 而在 [0, 1] 内的有理点不连续.

证 显然, f 在 x0 = 0 处不连续. 今任取 x0 ∈ (0, 1], 对任意 ε > 0, 使 1
q > ε 的正

整数 q 只有有限个, 而 p 与 q 互素, 故使 1
q > ε 的 [0, 1] 内的分数 p

q 也只有有限个, 从
而在 [0, 1] 内使 f(x) > ε 且异于 x0 的 x 也只有有限个, 不妨设其为 x1, x2, · · · , xm. 取
δ = min16i6m |xi − x0|, 则当 |x− x0| < δ 时, 恒有 0 6 f(x) < ε 成立, 从而恒有

|f(x)− 0| < ε

成立. 这样就证明了对任意 ε > 0, 都存在 δ > 0, 当 0 < |x− x0| < δ 时, 恒有

|f(x)− 0| < ε.

因此, limx→x0 f(x) = 0. 这就证明了 Riemann 函数 f 在 [0, 1] 内的无理点连续, 而在
[0, 1] 内的有理点不连续.

13. 设 f 为 [a, b] 上的递增函数, 其值域为 [f(a), f(b)]. 证明 f 在 [a, b] 上连续.

证 (反证法) 假若不然, 即存在 x0 ∈ [a, b], 使 f 在点 x0 不连续. 因 f 在 [a, b] 上

递增, 故 x0 为 f 的跳跃间断点. 因此, f(x0)− f(x0 − 0) 与 f(x0 + 0)− f(x0) 中至少

有一个大于零, 例如可设 f(x0)− f(x0 − 0) > 0. 于是, 由 f 的单调性可知, f 无法取到
f(x0 − 0) 与 f(x0) 之间的数值, 这与题设矛盾. 因此, f 在 [a, b] 上连续.

14. 设函数 f 在 [a, b] 上连续. 证明

m(x) = inf
a6ζ6x

f(ζ) 与 M(x) = sup
a6ζ6x

f(ζ)

是 [a, b] 上的单调连续函数.
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证 易见, m 在 [a, b] 上是递减的.

任取 x0 ∈ [a, b], a 6 xn 6 x0 且 limn→∞ xn = x0, 则

m(xn) = inf
a6ζ6xn

f(ζ), m(x0) = inf
a6ζ6x0

f(ζ).

令

f̂(x) =

{
f(x), a 6 x 6 xn,

f(xn), xn 6 x 6 x0.

由于 f 在 [a, b] 上连续, 故对任意 ε > 0, 存在正整数 n0, 当 n > n0 时,

−ε < f(xn)− f(x0) < ε.

于是

m(xn)−m(x0) = inf
a6ζ6xn

f(ζ)− inf
a6ζ6x0

f(ζ)

= inf
a6ζ6x0

f̂(ζ)− inf
a6ζ6x0

f(ζ).

又

0 6 inf
a6ζ6x0

f̂(ζ)− inf
a6ζ6x0

f(ζ) 6 inf
a6ζ6x0

{
f̂(ζ)− f(ζ)

}
= inf

xn6ζ6x0

{f(xn)− f(ζ)} < ε,

故

m(x0 − 0) = m(x0).

同理可证 m(x0 + 0) = m(x0). 因此, m 在点 x0 处连续.
用类似的方法亦可证明 M 在 [a, b] 上递增且连续.
15. 设 {fn} 是区间 [a, b] 上的连续函数列. 对于任一点 x ∈ [a, b], {fn(x)} 都有界,

即存在依赖于 x 的常数 Mx, 使

|fn(x)| 6Mx (n = 1, 2, · · · ).

证明 {fn} 在 [a, b] 的某个子区间 I 上一致有界, 即存在常数 M, 使对一切 x ∈ I 及

n = 1, 2, · · · , 都有
|fn(x)| 6M.

证 (反证法) 假若不然, 则存在 n1 及 x1 ∈ [a, b], 使

|fn1(x1)| > 1.
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因 fn1 连续, 故存在含有 x1 的子区间 [a1, b1] ⊂ [a, b] (不妨设 b1 − a1 <
1
2 ), 使对任意

x ∈ [a1, b1], 恒有

|fn1(x)| > 1.

又因 {fn : n ̸= n1} 在 [a1, b1] 上非一致有界, 故存在 n2 及 x2 ∈ [a1, b1], 使

|fn2(x2)| > 2.

因 fn2 连续, 故存在含有 x2 的子区间 [a2, b2] ⊂ [a1, b1], 使 b2 − a2 <
1
22 , 且 |fn2 | 在

[a2, b2] 上处处大于 2. 如此继续下去, 得到

n1 < n2 < · · · ,

及递减的闭区间列 {[ak, bk]}, 使对任意 x ∈ [ak, bk], 都有

|fnk
(x)| > k,

这里 ak < ak+1, bk > bk+1, 且 bk − ak → 0 (k → ∞). 于是, 据闭区间套原理, 存在
x0 ∈ [ak, bk] (k = 1, 2, · · · ). 这样一来, 对任何 k 均有

|fnk
(x0)| > k,

此与题设 {fnk
(x0)} 有界发生矛盾.

16. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的实值函数, 且具有介值性质, 即若 f(a) < c < f(b), 则

在 a 与 b 之间必有 x, 使 f(x) = c. 再设当 r 是有理数时, {x : f(x) = r} 是闭集. 证明
f 是连续函数.

证 (反证法) 假如存在 x0 ∈ (−∞,+∞) 使 f 在 x0 处不连续, 则存在 ε0 > 0 和

以 x0 为极限的数列 {xn}, 使得

|f(xn)− f(x0)| > ε0 (n = 1, 2, · · · ).

首先, 设 {xn} 中有无穷多个点 xn1 , xn2 , · · · , 使得

f(xnk
) < f(x0)− ε0 (k = 1, 2, · · · ).

则存在有理数 r 使得

f(xnk
) < r < f(x0) (k = 1, 2, · · · ). (1)

因 f 具有介值性质, 故在 x0 与 xnk
之间存在 ζk 而有 r = f(ζk) (k = 1, 2, · · · ). 据条

件, F = {ζ : f(ζ) = r} 是闭集, 故

lim
k→∞

ζk = x0 ∈ F,
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从而 f(x0) = r, 这与 (1) 发生矛盾.
其次, 若只有有限个点 x1, x2, · · · , xp 使

f(xi) < f(x0)− ε (i = 1, 2, · · · , p),

则 {xn} 中必有无穷子列 {xnj} 满足

f(xnj ) > f(x0)− ε.

仿照前面的讨论, 亦可得出矛盾.
综上所述, 可知 f 是 (−∞,+∞) 上的连续函数.

17. 设 f 是 (−∞,+∞)上的递增函数, 且 limt→−∞ f(t) = 0, limt→+∞ f(t) = 1.对

0 < x < 1, 令

g(x) = inf{t : f(t) > x}.

证明 g 是开区间 (0, 1) 上的右连续函数.

证 显然, g 也是递增函数. 设 x0 ∈ (0, 1), 任给 ε > 0, 则有 t0 ∈ (−∞,+∞) 使

t0 < g(x0) + ε, f(t0) > x0.

因而存在 δ > 0, 使 f(t0) > x0 + δ. 于是对所有 x0 < x < x0 + δ, 都有

t0 ∈ {t : f(t) > x}, g(x) = inf{t : f(t) > x} 6 t0 < g(x0) + ε.

按定义便知 g 为 (0, 1) 上的右连续函数.

18. 设 f 是区间 I 上的凸函数, 即对任意 x1, x2 ∈ I 及 λ1 > 0, λ2 > 0, λ1+λ2 = 1,

恒有

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2).

证明: f 在区间 I 的任何闭子区间上有界, 但在 I 上未必有界

证 设 [a, b] ⊂ I. 对任意 x ∈ [a, b], 存在 λ ∈ [0, 1], 使

x = a+ λ(b− a) = λb+ (1− λ)a.

由条件知

f(x) = f [λb+ (1− λ)a]

6 λf(b) + (1− λ)f(a) 6 |f(b)|+ |f(a)|,

故 f 在 [a, b] 上有上界, 设 M 为其上界.
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另一方面, 令 t = x− 1
2 (a+ b), 则

f

(
a+ b

2

)
= f

[
1

2

(
a+ b

2
+ t

)
+

1

2

(
a+ b

2
− t

)]
6 1

2
f

(
a+ b

2
+ t

)
+

1

2
f

(
a+ b

2
− t

)
6 1

2
f(x) +

1

2
M,

即 f(x) > 2f(a+b2 )−M, 故 f 在 [a, b] 上有下界. 因此, f 在 [a, b] 上有界. 但 f 在 I 上

未必有界. 例如, 取 f(x) = 1
x , I = (0,+∞), 则 f 是 I 上的凸函数, 而它在 I 上无界.

19. 证明: 不能在 R1 = (−∞,+∞) 上定义一个在所有的有理点连续, 而在所有的
无理点不连续的函数.

证 设 f 是定义在 R1 上的实值函数. 我们分三步证明上述结论. 先引进记号:

C(f) = {x : f 在 x 处连续},

D(f) = {x : f 在 x 处不连续},

ω(f,∆) = sup
x,x′∈∆

|f(x)− f(x′)|,

其中 ∆ 是有界闭区间, 称 ω(f,∆) 为 f 在 ∆ 上的振幅.

ω(f, x) = inf{ω(f,∆) : ∆ 为内部含有 x 的有界闭区间},

称 ω(f, x) 为 f 在 x 处的振幅.
(i) 证明 x ∈ C(f) 的充要条件是 ω(f, x) = 0. 这个由 f 在 x 处连续的定义便可

推知.
(ii) 证明 C(f) 是 Gδ 集, D(f) 是 Fσ 集.
事实上, 对每个正整数 n, 作集合

En =

{
x : x ∈ R1 且 inf

∆x

ω(f,∆x) >
1

n

}
,

其中 ∆x 是内部含有 x 的有界闭区间. En 是闭集, 理由如下: 若 En 的导集 E′
n = ∅,

则结论成立. 若 E′
n ̸= ∅, 任取 x0 ∈ E′

n, 则存在 {xk} ⊂ En (xk ̸= x0) 而有

lim
k→∞

xk = x0. (1)

假若 x0 /∈ En, 那么 inf∆x0
ω(f,∆x0

) < 1
n . 于是总存在一个内部含有 x0 的有界闭区间,

记作 [α, β] 或 ∆0, 使得 ω(f,∆0) <
1
n , 或

sup
x,x′∈∆0

|f(x)− f(x′)| < 1

n
. (2)



问 题 55

又因 x0 ∈ (α, β), 故由 (1) 知存在充分大的 k0, 使 xk0 ∈ (α, β). 由 (2) 可知

inf
∆xk0

ω(f,∆xk0
) <

1

n
.

但此事与 xk0 ∈ En 矛盾. 因此, x0 ∈ En, 即 En 是闭集.
如果 x ∈ D(f), 由 (i) 知 ω(f, x) > 0, 故总存在 n 使 x ∈ En, 于是

D(f) ⊂
∞∪
n=1

En.

反之, 如果 x ∈
∪∞
n=1En, 则必存在 m 使 x ∈ Em. 再由 (i) 可推知 x /∈ C(f), 即

x ∈ D(f). 于是
∞∪
n=1

En ⊂ D(f).

由此得到

D(f) =
∞∪
n=1

En,

在上式两端取补集, 应用 de Morgan 公式知

C(f) =
∞∩
n=1

Gn,

其中 Gn = R1\En 是开集. 因此, D(f) 是 Fσ 集, C(f) 是 Gδ 集.
(iii) 证明有理数集 Q 不可能表示为可数个开集之交.
事实上, 如果 Q 可以表示为可数个开集 Gn (n = 1, 2, · · · ) 之交, 即

Q =
∞∩
n=1

Gn,

那么 Gn ⊃ Q (n = 1, 2, · · · ). 又, Q 在 R1 中稠密, 故 Gn 是 R1 中的稠密开集. 不难证
明, 可数个稠密开集之交仍是稠密开集. 而 Q 不是开集, 矛盾.

由 (ii), (iii) 可知, 在 R1 上不存在在所有有理点处连续, 而在所有无理点处不连续
的实值函数.

20. 设 f 在 [0,+∞) 上一致连续, 且对任何 x > 0 有

lim
n→∞

f(x+ n) = 0, n 是正整数.

证明

lim
x→+∞

f(x) = 0.
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证 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 x, y ∈ [0,+∞) 且 |x− y| < δ 时, 就有

|f(x)− f(y)| < ε

2
.

设 {x1, x2, · · · , xk} 是 [0, 1] 中的这种点的有限集, 使对每个 x ∈ [0, 1], 可以找到

i (1 6 i 6 k), 满足 |x − xi| < δ, 于是对任何 x > 0, 总存在正整数 n, 使得对于某个 i

有 |x − xi − n| < δ. 又由假设 limn→∞ f(x + n) = 0, 故存在正整数 n0, 当 n > n0 时,
对一切 xi (1 6 i 6 k), 有

|f(xi + n)| < ε

2
.

注意, 当 x > n0 + 1 时, 对于某个 i (1 6 i 6 k) 及 n > n0, 有 |x− xi − n| < δ, 从而

|f(x)| 6 |f(xi + n)|+ |f(x)− f(xi + n)| < ε

2
+
ε

2
= ε,

即

lim
x→+∞

f(x) = 0.

21. 证明: 有界区间 (a, b) 上的一致连续函数必定有界.

证 设 f 是有界区间 (a, b) 上的一致连续函数, 则对 ε0 = 1, 存在 δ0 > 0, 当

x1, x2 ∈ (a, b) 且 |x1 − x2| < δ0 时, 就有

|f(x1)− f(x2)| < 1.

现考虑区间
[
a+ δ0

2 , b−
δ0
2

]
.因 f 在 (a, b)上一致连续,故它亦必在

[
a+ δ0

2 , b−
δ0
2

]
上连续, 从而存在常数 M, 使

|f(x)| 6M

(
a+

δ0
2

6 x 6 b− δ0
2

)
.

任取 x ∈
(
a, a+ δ0

2

]
, 则有∣∣∣∣x−

(
a+

δ0
2

)∣∣∣∣ 6 δ0
2
< δ0,

因而 ∣∣∣∣f(x)− f

(
a+

δ0
2

)∣∣∣∣ < 1.

于是

|f(x)| <
∣∣∣∣f (a+ δ0

2

)∣∣∣∣+ 1.

同理可证在
[
b− δ0

2 , b
)
上, 有

|f(x)| <
∣∣∣∣f (b− δ0

2

)∣∣∣∣+ 1.

综上所述, 可知 f 在 (a, b) 上有界.
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注 对于无界区间, 问题 21 并不成立. 例如, 取 f(x) = x, 则 f 在 (−∞,+∞) 上

一致连续, 但 f 并不有界.

22. 证明: 有界区间 (a, b) 上的连续函数 f 为一致连续的充分必要条件是 f(a+ 0)

与 f(b− 0) 均存在.

证 充分性: 设 f(a+ 0) 与 f(b− 0) 均存在. 令

F (x) =


f(x), x ∈ (a, b),

f(a+ 0), x = a,

f(b− 0), x = b,

则 F 在 [a, b]上连续, 故它在 [a, b]上一致连续, 从而在 (a, b)上也一致连续. 因在 (a, b)

上 F (x) = f(x), 故 f 在 (a, b) 上一致连续.
必要性: 设 f 是 (a, b) 上的一致连续函数, 则对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 对于

x′, x′′ ∈ (a, b), 当 |x′ − x′′| < δ 时, 就有

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

取 δ1 = δ
2 , 则对 x1, x2 ∈ (a, b), 当 0 < |x1 − a| < δ1, 0 < |x2 − a| < δ1 时,

|x1 − x2| 6 |x1 − a|+ |x2 − a| < 2δ1 = δ,

故

|f(x1)− f(x2)| < ε.

于是由函数的 Cauchy 准则可知, f 在 a 的右极限 f(a+0) 存在. 同理可证 f(b− 0) 也

存在.

注 当 (a, b) 为无界区间时, 充分性仍成立, 但必要性不再成立, 例如, 设 f(x) =

sinx, 则 f 在 (−∞,+∞) 上一致连续, 而 limx→∞ f(x) 并不存在.

23. 设函数 f 定义在有界区间 (a, b) 上, 且对 (a, b) 内的任意收敛数列 {xn}, 极限
limn→∞ f(xn) 都存在. 证明 f 在 (a, b) 上一致连续.

证 先证 f 在 (a, b) 上连续, 即对任意 x0 ∈ (a, b), 有

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

设 {xn} 是 (a, b) 内任一收敛于 x0 的数列. 令

yn =

{
xn, n = 2k,

x0, n = 2k − 1,
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则 yn → x0 (n→ ∞). 由题设知 limn→∞ f(yn) 存在, 故其子列 {f(y
2k
)} 与 {f(y

2k−1
)}

均收敛且有相同的极限, 从而

lim
k→∞

f(x2k) = lim
k→∞

f(y
2k
) = lim

k→∞
f(y

2k−1
)

= lim
k→∞

f(x0) = f(x0).

又因为 limn→∞ f(xn) 存在, 所以

lim
k→∞

f(x2k) = lim
n→∞

f(xn),

从而 limn→∞ f(xn) = f(x0). 于是

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

再证 f(a + 0) 与 f(b − 0) 都存在. 为此, 设 {xn}, {x′n} 为 (a, b) 内任意两个收敛

于 a 的数列. 令

zn =

{
xn, n = 2k,

x′n, n = 2k − 1,

则 zn → a (n→ ∞), 从而 limn→∞ f(zn) 存在. 于是

lim
k→∞

f(z2k) = lim
k→∞

f(z2k−1).

又因 limn→∞ f(xn) 与 limn→∞ f(x′n) 也都存在, 故

lim
n→∞

f(xn) = lim
k→∞

f(x2k) = lim
k→∞

f(z2k),

lim
n→∞

f(x′n) = lim
k→∞

f(x′2k−1) = lim
k→∞

f(z2k−1).

因此, limn→∞ f(xn) = limn→∞ f(x′n). 可见 f(a+ 0) = limx→a+0 f(x) 存在. 同理可证
f(b− 0) 也存在. 于是, 由本章问题 22 可知, f 在 (a, b) 上一致连续.

24. 证明: f 在区间 I 上一致连续的充分必要条件是, 对任意 ε > 0 及 x, y ∈ I, 存

在实数 P, 当 |f(x)−f(y)|
|x−y| > P (x ̸= y) 时, 有

|f(x)− f(y)| < ε.

证 充分性: 任给 ε > 0. (i) 若题中的 P > 0, 可取 δ = ε
P . 当 x, y ∈ I (x ̸= y) 且

|x− y| < δ 时, 或者有
|f(x)− f(y)|

|x− y|
6 P,

此时

|f(x)− f(y)| < Pδ = ε;
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或者有
|f(x)− f(y)|

|x− y|
> P,

此时按题设有

|f(x)− f(y)| < ε.

(ii) 若题中的 P 6 0, 则对任意 x, y ∈ I, 不等式 |f(x)− f(y)| < ε 恒成立.
综上所述, f 在 I 上一致连续.
必要性: 假若不然, 则存在 ε0 > 0, x0, y0 ∈ I 使对任意实数 P, 虽然 |f(x0)−f(y0)|

|x0−y0| >

P, 但是 |f(x0)− f(y0)| > ε0. 令

α = |f(x0)− f(y0)|,

则存在正整数 k > 1, 使 (k − 1)ε0 6 α < kε0.

再令 β = α
k−1 , 则 ε0 6 β < 2ε0. 不妨设 x0 < y0, 且 f(x0) < f(y0), 由于

f(x0) < f(x0) + β 6 f(x0) + α = f(y0),

故由介值性质, 存在 x1 (x0 < x1 6 y0), 使

f(x1) = f(x0) + β.

同样存在 x2 (x1 < x2 < y0), 使

f(x2) = f(x1) + β.

依次可得 x0 < x1 < · · · < xk, 其中 xk = y0. 这时对任意 i (i = 1, 2, · · · , k), 由于
f(xi)− f(xi−1) = β > ε0, 据一致连续性定义, 必然 xi − xi−1 > δ, 从而∣∣∣∣f(x0)− f(y0)

x0 − y0

∣∣∣∣ 6 kβ

kδ
=
β

δ
.

取 P = 2ε0
δ , 则 ∣∣∣∣f(x0)− f(y0)

x0 − y0

∣∣∣∣ 6 P,

矛盾.

注 问题 24 是由 Paine[62] 证明的.

25. 设 (a, b) 为有界区间. 证明: 函数 f 在 (a, b) 上一致连续的充分必要条件是:
对于 (a, b) 中的任意 Cauchy 数列 {xn}, 函数值数列 {f(xn)} 也是 Cauchy 数列.
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证 必要性: 设 f 在 (a, b) 上一致连续, 即对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 x′, x′′ ∈
(a, b) 且 |x′ − x′′| < δ 时, 就有

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

设 {xn} 是 (a, b) 中的 Cauchy 数列, 则存在正整数 n0, 当 m,n > n0 时有 |xm −
xn| < δ, 从而

|f(xm)− f(xn)| < ε,

即 {f(xn)} 是 Cauchy 数列.
充分性: 假设 f 在 (a, b) 上不一致连续, 即存在 ε0 > 0, 对 δn = 1

n (n = 1, 2, · · · ),
分别存在 (a, b) 中的点 x′n, x

′′
n, 虽然 |x′n − x′′n| < δn, 但是

|f(x′n)− f(x′′n)| > ε0.

因 (a, b) 有界, 故 {x′n} 中有收敛子列 {x′nk
}, 设 x′nk

→ x (k → ∞). 易知, x′′nk
→

x (k → ∞) 也成立.
取 x1 = x′n1

, x2 = x′′n1
, · · · , x2k−1 = x′nk

, x2k = x′′nk
, · · · , 显然, {xn} 是 Cauchy 数

列, 但对任意正整数 k0, 有

|f(x2k0−1)− f(x2k0)| > ε0.

这与 {f(xn)} 为 Cauchy 数列的条件发生矛盾. 因此, f 在 (a, b) 上必定一致连续.

注 连续函数不必把 Cauchy 数列映成 Cauchy 数列. 例如, 在区间 (0, 1) 上定义

函数

f(x) =
1

x
sin 1

x
,

则 f 连续. 又,
{

2
nπ

}
是 (0, 1) 中的 Cauchy 数列, 但

{
f
(

2
nπ

)}
却不是 Cauchy 数列.

26. 证明: 若 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数, 则存在 c ∈ [a, b], 使对一切

x ∈ [a, b], 有 f(c) > f(x).

有界闭区间上连续函数的最大值存在性定理是数学分析中最基本、最重要的定理

之一. 关于这条定理的证明, 通常是据它在该区间上有界且能达到上确界来证明的. 这
里介绍的两个新证明分别属于 Bernau[26] 和 Pennington[64]. 他们的证明各有特色, 而
又都富于启发性.

证法 1 令

M = {x ∈ [a, b] : f(x) > f(u) 对一切 u ∈ [a, x]}.

因 a ∈M, 故 M 非空且有上界 b. 令

c = supM.
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任取 x ∈ [a, b], 令

y = inf{z ∈ [a, b] : f(z) > f(x)}.

我们证明: (i) f(y) > f(x); (ii) y ∈ M ; (iii) c ∈ M. 由此可知, y 6 c 且 f(c) > f(y) >
f(x). 于是对一切 x ∈ [a, b] 有 f(c) > f(x).

(i) 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使当 u ∈ [a, b] 且 y < u < y + δ 时, 有

|f(y)− f(u)| < ε.

据 y 的定义, 存在 z ∈ [a, b] 使 y 6 z < y + δ, 且 f(z) > f(x). 因此

f(y) = f(z) + f(y)− f(z) > f(z)− ε

> f(x)− ε.

由 ε 的任意性知 f(y) > f(x).

(ii) 据 y 的定义, 不存在 u 使 a 6 u < y 且 f(u) > f(x). 因此, 若 a 6 u < y, 则

f(u) < f(x) 6 f(y),

故 y ∈M.

(iii) 任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使当 z ∈ [a, b] 且 |z − c| < δ 时, 有

|f(z)− f(c)| < ε.

假定 a 6 u < c, 据 c 的定义, 存在 z ∈M 使 u 6 z 6 c 且 |z − c| < δ. 因此

f(u) 6 f(z) = f(c) + f(z)− f(c)

6 f(c) + ε,

可见 f(u) 6 f(c), 从而 c ∈M.

证法 2 令 a0 = a, b0 = b, an+1 与 bn+1 以 an 与 bn 如下归纳地定义: 令
cn = 1

2 (an + bn). 若存在一个数 u ∈ [an, cn] 使对一切 v ∈ [cn, bn] 有 f(v) 6 f(u), 则令

an+1 = an, bn+1 = cn. 若不然, 即对每一 u ∈ [an, cn], 存在 v ∈ [cn, bn], 使 f(v) > f(u),

则令 an+1 = cn, bn+1 = bn. 无论属于哪一种情形, 都有
(i) an 6 an+1 6 bn+1 6 bn.

(ii) bn+1 − an+1 = 1
2 (bn − an).

(iii) 若 x ∈ [an, bn], 则存在数 y ∈ [an+1, bn+1], 使 f(x) 6 f(y).

这样, 我们定义了一个闭区间列 [an, bn] (n = 0, 1, 2, · · · ), 具有性质:
(i)′ 若 n > m > 0, 则 am 6 an 6 bm 6 b0.

(ii)′ bn − an → 0 (n→ ∞).
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(iii)′ 若 x ∈ [a, b], n0 是非负整数, 则存在 y ∈ [an0 , bn0 ], 使 f(x) 6 f(y).

据 (i)′, 数列 {an} 收敛, 令 limn→∞ an = c, 则 c ∈ [am, bm] (m = 0, 1, 2, · · · ). 特
别, c ∈ [a, b].

兹证对每一 x ∈ [a, b], 有 f(x) 6 f(c).

设 x ∈ [a, b], 并任取实数 t > f(c). 由于 f 在 [a, b] 上连续且 c ∈ [a, b], 故存在正数

δ, 使当 y ∈ [a, b] 且 |y − c| < δ 时, 有 f(y) < t. 据 (ii)′, 可取 n0 使 bn0 − an0 < δ. 于是

据 (iii)′, 可取 y∗ ∈ [an0 , bn0 ] 使 f(x) 6 f(y∗). 由于 c ∈ [an0 , bn0 ], 我们有

|y∗ − c| 6 bn0 − an0 < δ.

因此, y∗ ∈ [a, b], 从而 f(y∗) < t, f(x) < t, 可见 f(x) 6 f(c).

27. 证明: 若 f 在 [a, b] 上连续, 则 (i) f 在 [a, b] 上有界; (ii) f 具有介值性质, 即
若 f(a)f(b) < 0, 则存在 x0 ∈ (a, b) 使 f(x0) = 0; (iii) f 在 [a, b] 上一致连续.

这是关于连续函数的三个著名定理. 我们这里向读者介绍的一种新的证明方法属
于 Botsko[30]. 他给出了这些定理证明的一种统一处理方法, 所用的技巧是基于下述定
义和引理.

定义 [a, b] 的闭子区间族 C 称为 [a, b] 的一个完全覆盖, 是指对任一 x ∈ [a, b], 存

在 δ(x) > 0, 使得 [a, b] 的每个含有 x 且长度小于 δ(x) 的闭子区间都属于 C.

引理 若 C 是 [a, b] 的一个完全覆盖, 则 C 包含 [a, b] 的一个分划. 即存在
a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 使每个 [xk−1, xk] (k = 1, 2, · · · , n) 都属于 C.

证 (反证法) 若 C 不包含 [a, b] 的任何分划, 则通过对 [a, b] 重复使用对分法可得

[a, b]的闭子区间列 {Jn},使 Jn ⊃ Jn+1 (n = 1, 2, · · · ), |Jn| → 0 (n→ ∞),且 C 不包含

任何一个 Jn 的任何一个分划. 其中 |Jn| 代表 Jn 的长度. 由闭区间套定理, 存在唯一
x ∈

∩∞
n=1 Jn. 若 δ(x)如定义所述, 则因 |Jn| → 0 (n→ ∞),故存在 n0, 使 |Jn0 | < δ(x),

从而 Jn0 ∈ C. 于是, C 显然含有 Jn0 的一个分划, 矛盾.

现在利用引理来证明上述问题.
(i) 令

C = {I : I 是 [a, b] 的闭子区间, f 在 I 上有界}.

先证 C 是 [a, b]的一个完全覆盖. 为此,任取 x ∈ [a, b],因 f 在 x连续,故存在 δ(x) > 0,

使 f 在区间 (x− δ(x), x+ δ(x)) 上有界 (若 x = a 或 b, 则 (x− δ(x), x+ δ(x)) 分别换

成 [x, x+ δ(x)) 或 (x− δ(x), x]). 现设 I 是含有 x 且长度小于 δ(x) 的 [a, b] 的任一闭

子区间, 则 I ⊂ (x− δ(x), x+ δ(x)). 于是 f 在 I 上有界, 从而 I ∈ C, 即 C 是 [a, b] 的

一个完全覆盖. 据引理, C 包含 [a, b] 的一个分划. 由于 f 在分划的每个小区间上有界,
因而 f 在 [a, b] 上有界.
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(ii) (反证法) 设不存在 x0 ∈ (a, b), 使 f(x0) = 0. 令

C = {I : I 是 [a, b] 的闭子区间且 f 在 I 上同号},

则 C 是 [a, b] 的一个完全覆盖. 事实上, 设 x ∈ [a, b], 则因 f 在 x 连续且 f(x) ̸= 0, 故

存在 δ(x) > 0, 使 f 在 (x− δ(x), x+ δ(x)) 上与 f(x) 具有相同的符号. 若 I 是含有 x

且长度小于 δ(x) 的 [a, b] 的闭子区间, 则 I ⊂ (x− δ(x), x+ δ(x)). 因此, I ∈ C, 从而 C

是 [a, b] 的一个完全覆盖. 由引理, C 包含 [a, b] 的一个分划 I1, I2, · · · , In. 不妨设这些
小区间是按自左至右的顺序编号的, 可以看出, f 在 [a, b] 上必定具有同一符号. 这与已
知发生矛盾. 故必存在 x0 ∈ (a, b), 使 f(x0) = 0.

(iii) 任给 ε > 0, 令

C =
{
I : I 是 [a, b] 的闭子区间且对任意 x, y ∈ I, 有 |f(x)− f(y)| < ε

2

}
.

由 f 在 [a, b] 上的连续性, 易证 C 是 [a, b] 的一个完全覆盖. 因此, C 包含 [a, b] 的一个

分划 I1, I2, · · · , In. 令
δ = min{|Ik| : k = 1, 2, · · · , n}.

若 [a, b] 中的点 x 和 y 满足 |x− y| < δ, 则 x, y 或者属于以上分划的同一子区间, 或者
属于两个相邻的子区间. 无论在哪种情况下, 都有 |f(x)− f(y)| < ε. 故 f 在 [a, b] 上一

致连续.

注 数学分析中还有一些定理亦可用上述方法给出证明, 如有限覆盖定理、聚点原
理等.

28. 设 f 在有界区间 (a, b) 内连续, 且

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x) = 0.

证明 f 在 (a, b) 内有最大值或最小值.

证 令

F (x) =

{
f(x), x ∈ (a, b),

0, x = a 或 x = b.

则 F 是闭区间 [a, b] 上的连续函数, 故 F 在 [a, b] 上必有最大值和最小值, 即存在
x1, x2 ∈ [a, b], 使

F (x1) 6 F (x) 6 F (x2) (a 6 x 6 b).

当 x1, x2 是 [a, b] 的端点时, F (x1) = F (x2) = 0. 这时 F ≡ 0, 于是 f ≡ 0. 因此, f
在 (a, b) 上既有最大值也有最小值, 它们都是 0.

当 x1 ∈ (a, b) 时, f(x1) = F (x1) 6 F (x)(a 6 x 6 b), 从而 f(x1) 6 f(x)(a < x <

b), 即 f(x1) 是 f 在 (a, b) 上的最小值.
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同理可证, 当 x2 ∈ (a, b) 时, f(x2) 就是 f 在 (a, b) 上的最大值.
综上所述, f 在 (a, b) 上必有最大值或最小值.

29. 设函数 f 在区间 [a, b] 上连续, 且有唯一最小值点 x0 ∈ [a, b]. 证明: 若
xn ∈ [a, b] 且 limn→∞ f(xn) = f(x0), 则 limn→∞ xn = x0.

证 (反证法) 假若不然, 则应有正数 ε0 及 {xn} 的子列 {xnk
}, 使得

|xnk
− x0| > ε0.

因 {xnk
} ⊂ [a, b], 故存在收敛子列. 不妨设此子列为 {xnk

} 本身, 并记

lim
k→∞

xnk
= x′0 ∈ [a, b],

显然, x′0 ̸= x0, 但据 f 在 [a, b] 上的连续性, 又应有

f(x0) = lim
n→∞

f(xn) = lim
k→∞

f(xnk
) = f(x′0).

此式与 x0 为 f 的唯一最小值点矛盾. 因此, 必有 limn→∞ xn = x0.

30. 设 {fn} 为有界闭区间 [a, b] 上的连续函数列, 且

f1(x) > f2(x) > · · · > fn(x) > fn+1(x) > · · · ,

又, limn→∞ fn(x) = f(x) 在 [a, b] 上处处存在. 证明 f 在 [a, b] 上必有最大值.

证 因 f1 在 [a, b] 上连续, 故有 M0 使

f1(x) 6M0 (a 6 x 6 b).

又因函数列 {fn(x)} 递减且收敛于 f(x), 故

f(x) 6 f1(x) 6M0 (a 6 x 6 b).

令

M = sup
a6x6b

f(x),

则 M 6M0. 按定义, 对任何正整数 k, 有 xk ∈ [a, b], 使

f(xk) > M − 1

k
.

考虑数列 {xk}, 因其有界, 故存在收敛子列, 不妨设它本身就是收敛的, 并记其极限为
x0, 则

fn(x0) = lim
k→∞

fn(xk) > lim
k→∞

(
M − 1

k

)
=M,

再令 n→ ∞, 即得 f(x0) = limn→∞ fn(x0) >M. 于是由 M 的定义即知 f(x0) =M.
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31. 设 f 是闭区间 [a, b] 上的函数, 满足条件: 对每一点 x0 ∈ [a, b], 任取 ε > 0, 存

在 δ > 0, 使对一切 x ∈ [a, b] ∩ (x0 − δ, x0 + δ), 有

f(x) < f(x0) + ε.

证明: (i) f 在 [a, b] 上有最大值; (ii) f 未必有下界.

证 (i) 先证 f 在 [a, b] 上有上界. 假若不然, 则对任意正整数 n, 存在 xn ∈ [a, b]

而有

f(xn) > n.

因此, limn→∞ f(xn) = +∞.

因 {xn} 有界, 故存在收敛子列 {xnk
}, 令

lim
k→∞

xnk
= x0 ∈ [a, b].

由于 limn→∞ f(xn) = +∞, 因而 limk→∞ f(xnk
) = +∞.

另一方面, 由题设, 当 x ∈ [a, b] ∩ (x0 − δ, x0 + δ) 时, 有

f(x) < f(x0) + ε,

因而 limk→∞ f(xnk
) 6 f(x0) + ε, 矛盾.

再证 f 有最大值, 即 f 达到其上确界 β. 事实上, 按上确界的定义, 对于 εn = 1
n 而

言, 存在 xn ∈ [a, b], 使
β − 1

n
< f(xn) 6 β.

即

lim
n→∞

f(xn) = β.

取 {xn} 的一个收敛子列 {xnk
}, 令

lim
k→∞

xnk
= x′0 ∈ [a, b],

则 limk→∞ f(xnk
) = β. 因此, 对任意 ε′ > 0, 有 nh > 0, 当 nk > nh 时, 有

|f(xnk
)− β| < ε′.

兹证 f(x′0) = β. 因 β 是 f 在 [a, b] 上的上确界, 故 f(x′0) 6 β. 于是, 我们只要证
明 f(x′0) < β 为不可能. 设 f(x′0) < β, 记

β − f(x′0) = ∆ > 0,

取 ε′ = ∆
10 , 则由 |f(xnk

)− β| < ε′ (nk > nh) 得到

f(xnk
) > β − ε′ = f(x′0) + ∆− ∆

10
= f(x′0) +

9

10
∆.
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这与条件 f(x) < f(x′0) + ε (x 充分接近 x′0) 发生矛盾. 因此, f(x′0) = β.

(ii) f 未必有下界. 例如, 在区间 [0, 1] 上, 令

f(x) =

− 1

1− x
, x ̸= 1,

0, x = 1.

在 x ̸= 1 处 f 是连续的, 故满足题设条件; 在 x = 1 处, f 虽不连续, 但也满足题设条
件. 然而, f 显然无下界.

32. 设 f 是 [a, b] 上的上半连续函数. 证明 f 在 [a, b] 上有上界.

证 (反证法) 假设 f 在 [a, b] 上是上半连续的函数, 但无上界, 则存在数列
{xn} ⊂ [a, b], 使得

f(xn) > n (n = 1, 2, · · · ).

有界数列 {xn} 必有收敛子列 {xnk
}, 记

lim
k→∞

xnk
= α,

则 α ∈ [a, b], 从而 f 在点 α 上半连续. 由上半连续函数的定义, 对给定的正数 ε0 = 1,

必存在 δ > 0, 当 |x− α| < δ (x ∈ [a, b]) 时, 恒有

f(x) < f(α) + 1.

另一方面, 由于 limk→∞ xnk
= α, 故对上述 δ > 0, 总存在正整数 K, 当 k > K 时恒有

|xnk
− α| < δ, 从而当 k > K 时恒有

nk < f(xnk
) < f(α) + 1,

即 nk < f(α) + 1 对一切 k > K 都成立, 这显然是不可能的. 故 f 在 [a, b] 上必有上界.

33. 设 f 是 [a, b] 上的上半连续函数. 证明存在 x0 ∈ [a, b] 使得

f(x0) = sup
a6x6b

f(x).

证 (反证法) 由本章问题 32 知 f 在 [a, b] 上有上界, 令

sup
a6x6b

f(x) = A.

设 f 在 [a, b] 上取不到上确界 A, 则对一切 x ∈ [a, b], 恒有 A− f(x) > 0. 令

F (x) =
1

A− f(x)
(a 6 x 6 b),
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并任取 x ∈ [a, b], 则有

lim
t→x

F (t) = lim
t→x

1

A− f(t)
=

1

lim
t→x

(A− f(t))

=
1

A− lim
t→x

f(t)
6 1

A− f(x)
= F (x).

因此, F 在 [a, b] 上是上半连续的, 从而 F 有上界. 设 β 是 F 的一个上界, 即

0 < F (x) =
1

A− f(x)
< β,

则 f(x) < A− 1
β (a 6 x 6 b). 这与 A = supa6x6b f(x) 矛盾.

34. 设函数 f 在区间 [0, 2a] 上连续, 且 f(0) = f(2a). 证明: 在区间 [0, a] 上至少存

在某个 x, 使得 f(x) = f(x+ a).

证 若 f(a) = f(0), 即 f(0) = f(0 + a), 则命题成立.
现设 f(a) ̸= f(0) = f(2a). 不妨再设 f(a) > f(0). 考虑函数

F (x) = f(x)− f(x+ a) (0 6 x 6 a).

因 f 在 [0, 2a] 上连续, 故 F 在 [0, a] 上亦连续, 而且

F (0) = f(0)− f(a) < 0,

F (a) = f(a)− f(2a) > 0.

由连续函数介值定理, 存在 x ∈ (0, a), 使 F (x) = 0, 即 f(x) = f(x+ a).

35. 设 f 在 (a, b) 内连续, 又设有数列 {xn}, {yn} ⊂ (a, b), xn → a, yn → a (n →
∞), 使得

lim
n→∞

f(xn) = A, lim
n→∞

f(yn) = B.

证明对 A,B 之间的任意实数 µ, 存在数列 {zn} ⊂ (a, b), zn → a (n → ∞), 使得

limn→∞ f(zn) = µ.

证 不妨设 A < µ < B. 因 f(xn) → A, f(yn) → B (n→ ∞), 故对充分大的 n0, 有

f(xn) < µ < f(yn) (n > n0).

据连续函数介值定理, 在 xn, yn 之间有一实数 zn (n > n0), 使 f(zn) = µ. 这样由

yn → a, xn → a 知 zn → a (n→ ∞). 因此

lim
n→∞

f(zn) = µ, 且 zn → a (n→ ∞).
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36. 设 f 是 (a,+∞) 上有界的连续函数. 证明对任意实数 T, 存在数列 {xn}, 使
xn → ∞ (n→ ∞), 而且

lim
n→∞

[f(xn + T )− f(xn)] = 0.

证 令 T (x) = f(x+ T )− f(x).

(i) 若对充分大的 X, 恒有

T (x) > 0 (x > X),

则当 x > X 时, f(x+ T ) > f(x). 令

x0 = x+ 1, x1 = x0 + T, · · · , xn = xn−1 + T, · · · ,

于是 xn → ∞ (n→ ∞), 而且

f(xn) = f(xn−1 + T ) > f(xn−1).

因此 {f(xn)} 是递增有界数列, 从而有极限 L. 又

T (xn) = f(xn + T )− f(xn) = f(xn+1)− f(xn) (n = 1, 2, · · · ),

故

lim
n→∞

[f(xn + T )− f(xn)] = lim
n→∞

[f(xn+1)− f(xn)] = 0.

(ii) 若存在 X > 0, 使当 x > X 时 T (x) 6 0, 则可用类似方法证明.
(iii) 若存在数列 {x′n}, {x′′n}, 使 x′n → ∞, x′′n → ∞(n→ ∞), 但是

T (x′n) > 0, T (x′′n) < 0 (n = 1, 2, · · · ),

则由连续函数介值定理, 存在 xn(x
′
n 6 xn 6 x′′n), 使得 T (xn) = 0(n = 1, 2, · · · ), 且

xn → ∞(n→ ∞), 于是

lim
n→∞

[f(xn + T )− f(xn)] = 0.

37. 设 f : [0, 1] → [0, 1] 是连续满射, x1 ∈ [0, 1], xn+1 = f(xn)(n = 1, 2, · · · ). 证明:
{xn} 收敛于 f 的不动点的充要条件是 limn→∞(xn+1 − xn) = 0.

证 容易证明, 若 f : [0, 1] → [0, 1] 是连续满射, 则 f 在 [0, 1] 上必有不动点, 即存
在 x0 ∈ [0, 1] 而有 f(x0) = x0.

对 x1 ∈ [0, 1], 令 xn+1 = f(xn), 称 {xn} 为 f 的逐次逼近数列. 若 {xn} 收敛, 则
它显然收敛于 f 的不动点.

Chu 和 Moyer[33] 于 1966 年给出了 f 的逐次逼近数列的各种收敛特征.
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Hillam[47] 于 1976 年给出了 f 的逐次逼近数列另一收敛特征如下:
设 f : [0, 1] → [0, 1] 是连续满射, x1 ∈ [0, 1], {xn} 是 f 的逐次逼近数列, 则 {xn}

收敛于 f 的不动点的充要条件是 limn→∞(xn+1 − xn) = 0.

必要性: 设 {xn} 收敛于 f 的不动点, 则显然有

lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0.

充分性: 设 limn→∞(xn+1 − xn) = 0. 如果 {xn} 不收敛, 那么, 由于 [0, 1] 是紧的,
故存在 {xn} 的两个子列, 它们分别收敛于 ζ1 与 ζ2(ζ1 ̸= ζ2), 不妨设 ζ1 < ζ2. 于是, 只
要证明对一切 x ∈ (ζ1, ζ2), 都有 f(x) = x, 从而由 f 的连续性而导致矛盾.

现在就来证明对一切 x ∈ (ζ1, ζ2), 都有 f(x) = x.

假如不然, 则存在 x∗ ∈ (ζ1, ζ2), 使 f(x∗) ̸= x∗. 于是, 由 f 的连续性可知, 存在
δ > 0, 使对一切 x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ)([x∗ − δ, x∗ + δ] ⊂ (ζ1, ζ2)), 都有 f(x) ̸= x. 不妨设

x− f(x) > 0. (1)

据题设, 可取充分大的 n0, 使当 n > n0 时, 都有

|fn(x)− fn+1(x)| < δ,

这里 fn(x) = f(xn) = xn+1, f
n+1(x) = f(xn+1) = xn+2. 由于 [x∗ − δ, x∗ + δ] ⊂

(ζ1, ζ2), ζ1 < x∗ < ζ2, 且 ζ2 是 {xn} 的聚点, 故必有正整数 n > n0, 使

fn(x) = xn+1 > x∗.

令 n1 为满足上述条件的最小正整数, 则显然有

fn1−1(x) = xn1−1 < x∗ < xn1 = fn1(x).

由于 fn1(x)− fn1−1(x) < δ, 故由不等式 (1), 得到

fn1−1(x)− fn1(x) > 0,

从而 fn1(x) < fn1−1(x) < x∗. 矛盾.

注 Smart[76] 指出, 这一结果不能推广到高于一维的欧氏空间.

38. 设 f 是闭区间 [a, b] 上的递增函数, 且 f(a) > a, f(b) 6 b. 证明 f 在 [a, b] 上

存在不动点, 即存在 x0 ∈ [a, b], 使 f(x0) = x0.

证 令 F = {x : a 6 x 6 b 且 f(x) > x}. 据题设, a ∈ F. 因 F 是有界数集, 故存在
上确界. 令

x0 = supF = sup{x : x ∈ F},
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则 a 6 x0 6 b. 兹证 f(x0) = x0. 事实上, 当 x ∈ F 时, 有 x 6 x0. 而 f 递增, 故
f(x) 6 f(x0). 又因 x ∈ F, 故 x 6 f(x), 从而 x 6 f(x0). 于是, f(x0) 是 F 的一个上界,
故

x0 6 f(x0). (1)

另一方面, 因 f 递增, 故由 a 6 x0 6 f(x0) 6 f(b) 6 b 可知,

f(x0) 6 f [f(x0)].

因此, f(x0) ∈ F. 而 x0 是 F 的上确界, 故有

f(x0) 6 x0, (2)

由 (1), (2) 可知, f(x0) = x0.

39. 设函数 f 满足 (i) −∞ < a 6 f(x) 6 b < +∞.

(ii) |f(x) − f(y)| 6 K|x − y| (0 < K < 1, x, y ∈ [a, b]). 再设 x1 ∈ [a, b], 并令

xn+1 = f(xn) (n = 1, 2, · · · ). 证明 limn→∞ xn = x0 存在, 且 f(x0) = x0.

证法 1 先证 f 的不动点存在. 由 (ii) 知 f 在 [a, b] 上连续. 考虑函数

g(x) = f(x)− x,

则 g 在 [a, b] 上也连续, 且据 (i), 有

g(a) = f(a)− a > 0,

g(b) = f(b)− b 6 0.

若上述两式中的等号有一个成立, 则 f(a) = a 或 f(b) = b, 从而存在不动点.
今设上述两式中的等号均不成立, 即 g(a) > 0, g(b) < 0, 于是, 由连续函数介值定

理, 存在 x0 ∈ [a, b], 使 g(x0) = 0, 即

f(x0) = x0.

次证 f 的不动点是唯一的. 若存在 x1, x2 ∈ [a, b], x1 ̸= x2, 使 f(x1) = x1, f(x2) =

x2, 则由 (ii) 可知

|x1 − x2| = |f(x1)− f(x2)| 6 K|x1 − x2| < |x1 − x2|,

这是矛盾的.
最后证明 limn→∞ xn = x0. 由于

|xn+1 − x0| = |f(xn)− f(x0)| 6 K|xn − x0|

6 K2|xn−1 − x0| 6 · · · 6 Kn|x1 − x0| (0 < K < 1),
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因而

lim
n→∞

xn = x0.

证法 2 取定 x ∈ [a, b], 做数列

f1(x) = f(x), fn+1(x) = f [fn(x)] (n = 1, 2, · · · ).

我们要证明存在 x0 ∈ [a, b], 使 f(x0) = x0, 且

lim
n→∞

fn(x) = x0.

由 (i), a 6 fn(x) 6 b (n = 1, 2, · · · ). 用归纳法可证对一切 n 及 x ∈ [a, b], 均有

|fn+1(x)− fn(x)| 6 Kn|f1(x)− x|. (1)

事实上, 当 n = 1 时, f1(x) ∈ [a, b], 故由 (ii) 得

|f2(x)− f1(x)| = |f [f1(x)]− f(x)| 6 K|f1(x)− x|.

设当 n = m 时, 不等式 (1) 成立.
当 n = m+ 1 时, 由于 fm(x), fm+1(x) ∈ [a, b], 并由归纳法的假设, 得到

|fm+1(x)− fm(x)| 6 Km|f1(x)− x|.

从而

|fm+2(x)− fm+1(x)| = |f [fm+1(x)]− f [fm(x)]| 6 K|fm+1(x)− fm(x)|

6 Km+1|f1(x)− x|.

因此, 对一切 n, 不等式 (1) 成立. 此时
∞∑
m=1

|fm+1(x)− fm(x)| 6 |f1(x)− x|
∞∑
m=1

Km.

由于 0 < K < 1, 因而级数
∑∞
m=1K

m 收敛. 于是, 级数
∑∞
m=1 |fm+1(x) − fm(x)| 收

敛, 故
∑∞
m=1(fm+1(x)− fm(x)) 也收敛, 从而

lim
n→∞

fn(x) = x0

存在, 且 a 6 x0 6 b. 因

|f(x0)− x0| 6 |f(x0)− fn+1(x)|+ |fn+1(x)− x0|

6 K|x0 − fn(x)|+ |fn+1(x)− x0|

→ 0 (n→ ∞),

故 f(x0) = x0.

证法 2 应用了无穷级数的知识 (参看第五章).
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40. 设函数 f 满足条件:
(i) −∞ < a 6 f(x) 6 b < +∞.

(ii) |f(x)− f(x′)| 6 L|x− x′| (0 < L < 1, x′, x ∈ [a, b]).

任取 x1 ∈ [a, b], 令 xn+1 = 1
2 [xn + f(xn)] (n = 1, 2, · · · ). 证明数列 {xn} 收敛, 且若

limn→∞ xn = x0, 则有 f(x0) = x0.

证 由 (i) 知 a 6 xn 6 b (n = 1, 2, · · · ). 由 (ii) 得

|x3 − x2| =
1

2
|(x2 − x1) + f(x2)− f(x1)|

6 1

2
{|x2 − x1|+ |f(x2)− f(x1)|}

6 1

2
{|x2 − x1|+ L|x2 − x1|} =

1 + L

2
|x2 − x1|,

|x4 − x3| =
1

2
|(x3 − x2) + f(x3)− f(x2)|

6 1 + L

2
|x3 − x2| 6

(
1 + L

2

)2

|x2 − x1|.

一般,

|xn+1 − xn| 6
(
1 + L

2

)n−1

|x2 − x1|.

因
∑∞
k=1

(
1+L
2

)k
收敛, 故可证 {xn} 是 Cauchy 数列, 从而收敛. 令

x0 = lim
n→∞

xn.

由 (ii) 可知 f 连续, 故在 xn+1 = 1
2{xn + f(xn)} 两端取极限, 即得 f(x0) = x0.

41. 设 f, g 在 (a, b) 内连续, 且 f 或 g 递减. 假定某个数列 {xn} 满足 f(xn) =

g(xn−1), 且在 (a, b) 中有极限点. 证明方程 f(x) = g(x) 在 (a, b) 内有解 ([22], 1966,
pp. 669–670).

证 (反证法) 设对一切 x ∈ (a, b), f(x) ̸= g(x).不失一般性,可设 f(x) > g(x) (a <

x < b). 设 x0 是 {xn} 的极限点, x0 ∈ (a, b), 则存在子列 {xnk
}, 使

lim
k→∞

xnk
= x0.

由 g(x0) < f(x0) 可知存在正整数 p, 使当 k1, k2 > p 时, 有

g(xnk1
) < f(xnk2

). (1)
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另一方面, 对某个正整数 m,np+1 = np +m, 有

f(xnp+1) = g(xnp+1−1) < f(xnp+1−1)

= g(xnp+1−2) < f(xnp+1−2)

< · · · < f(xnp+1−(m−1)) = g(xnp),

这与 (1) 矛盾. 因此, 方程 f(x) = g(x) 在 (a, b) 内必有解.

42. 证明: 不存在 R1 到 R1 的连续函数, 它在无理数集上是一对一的, 但并不是处
处一对一的.

可以构造 R1 到 R1 的连续函数, 它在有理数集上是一对一的, 但并非处处是一
对一的 (参看 [79], p, 59). 自然要问: 可否把有理数集代以无理数集? White[78] 指出,
不能.

证 (反证法) 假如存在这样的连续函数 f, 那么由于它并非处处一对一, 故存在有
理数 a < b, 使得 f(a) = f(b) = h.

集 A = {x ∈ [a, b] : f(x) = h} 在 [a, b] 中并不稠密, 因为否则 f 在 [a, b] 上将为常

值函数. 于是, 存在 A 中两点 a′ < b′, 使在 (a′, b′) 中没有 A 的点. 据连续函数介值定
理, 开区间 (a′, b′) 的像 f((a′, b′)) 中的元或者都大于 h, 或者都小于 h. 假如是前者 (后
者类似), 则

f([a′, b′]) = [h, f(m)],

其中 h < f(m),m ∈ (a′, b′). 于是

f([a′,m]) = f([m, b′]) = [h, f(m)].

因 f 在无理数集上是一对一的, 故由上式可知, f 必映 [a′,m] 的无理点到 [m, b′] 的有

理点的像上. 这样一来, 一个不可数集的一对一映射到一个可数集上, 这是不可能的.

43. 设 f 是区间 [a, b] 上的连续函数. 证明: 若 f 在 [a, b] 上处处取得局部极值, 则
f 必为常值函数.

证 (反证法) 若存在 a1, b1 ∈ [a, b], a1 < b1, 使 f(a1) < f(b1), 则由连续函数介值

定理,存在 a2, b2,使 a1 < a2 < b2 < b1, f(a1) < f(a2) < f(b2) < f(b1), b2−a2 < b1−a1
2 .

如此继续下去, 得到数列 {an} 与 {bn}, 满足

(i) a1 < a2 < · · · < an < · · · < bn < · · · < b2 < b1;

(ii) f(a1) < f(a2) < · · · < f(an) < · · · < f(bn) < · · · < f(b2) < f(b1);

(iii) bn − an <
b−a
2n → 0 (n→ ∞).

由闭区间套定理, 得到
lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = x0.

显然, x0 不是 f 的局部极值点, 与题设矛盾.
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反 例

1. 函数 f, 对于它, 存在函数 g 使 g ◦ f = I, 而不存在函数 h, 使 f ◦ h = I.

设

g(u) =

{
u, u 6 0,

u− 1, u > 0,

u = f(x) =

{
x, x 6 0,

x+ 1, x > 0.

则 g[f(x)] = x, 即 g ◦ f = I.

另一方面, 不存在函数 h, 使 f ◦ h = I.

事实上, 如果存在 h 使 f ◦ h = I, 那么对任意实数 b, 令 a = h(b), 就得到

b = f(a).

然而, 对于函数 f 而言, 它的值域是由一切 u 6 0 及 u > 1 的实数所组成, 当 b ∈ (0, 1)

时, 就不存在 a 而有 b = f(a). 由此导致矛盾, 故不存在函数 h 而有 f ◦ h = I.

注 这个例子也说明了在一般情况下 f 和 g 的复合与 g 和 f 的复合是不同的.

2. 函数 f, 它在 x0 的任何邻域内都是无界的, 但当 x → x0 时, f(x) 并不趋于无
穷大.

设

f(x) =

cos
(
1

x

)
x

,

则对无论多大的正数 M, 总有充分接近于 x = 0 的点, 使 | cos(
1
x )
x | > M. 例如, 取

x = 1
nπ , 则 | cos(

1
x )
x | = nπ, 故当 n > M

π 时, 就有∣∣∣∣∣∣∣∣
cos
(
1

x

)
x

∣∣∣∣∣∣∣∣ > M.

因此, 函数 f 在 x = 0 的任何邻域内都是无界的.
然而, 若取 xn = 1

(n+ 1
2 )π

, 则当 n→ ∞ 时, xn → 0, 此时
cos( 1

xn
)

xn
→ 0, 即 f 并不趋

于无穷大.

注 无界函数的定义与函数趋于无穷大的定义有些相似. 然而, 这两个概念有本质
上的差别. 若 x→ x0 时 f(x) → ∞, 则 f 在 x0 的每个邻域内必定无界. 上述反例说明
这个命题之逆并不成立.
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3. 没有最小正周期的非常值周期函数.
容易证明, 若 r ̸= 0 是函数 f 的周期, 则 −r 也是 f 的周期, nr (n = 1, 2, · · · ) 也

是 f 的周期. 由此可见, 周期函数的一切周期组成了一个关于原点成对称的无穷集合.
因此, 对周期函数的周期进行研究时, 只要研究其正周期就够了.

即使对于定义在整个数轴上的周期函数的所有正周期而言, 并不是都有最小的. 例
如, 定义在整个数轴上处处不连续的 Dirichelet 函数

f(x) =

{
0, x 为无理数,
1, x 为有理数.

任一有理数 r > 0 均是它的周期. 事实上, 若 x 是无理数, 则 x + r 也是无理数, 故
f(x+r) = f(x) = 0;又若 x是有理数,则 x+r也是有理数,故仍有 f(x+r) = f(x) = 1.

因正有理数集无最小数, 故 Dirichelet 函数无最小正周期.

注 对连续的周期函数来说, 也未必有最小正周期. 例如, 常值函数 f(x) ≡ C, 一

切正实数都是它的正周期. 因一切正实数中无最小者, 故常值函数无最小正周期.
颜怀曾 [19] 指出, 任一非常值的连续周期函数必有最小正周期.
郑格于 [11] 进一步指出, 若非常值的周期函数至少有一个连续点, 则该函数必有最

小正周期. 因此, 没有最小正周期的非常值周期函数必定是无处连续的.

4. 一个无处连续的非常值周期函数, 它具有最小正周期.
我们知道, 没有最小正周期的非常值的周期函数必定是无处连续的 (参看本章反例

3 的注). 然而, 我们也可做出一个无处连续的非常值的周期函数, 它具有最小正周期.
例如, 设

f(x) =


1, 2n 6 x < 2n+ 1 且 x 为无理数,

−1, 2n 6 x < 2n+ 1 且 x 为有理数,

2, 2n+ 1 6 x < 2(n+ 1) 且 x为无理数,

−2, 2n+ 1 6 x < 2(n+ 1) 且 x为有理数,

这里, n 为整数. 显然, f 的最小正周期是 2, 它是一个无处连续的函数.
5. 一个没有最小正周期的周期函数, 它的值域是可数集.
令

f(x) =

{
n, x 为 n (n > 1) 次的既约有理方程的根,

0, x 为超越数.

可以证明, 对任意有理数 r 有 f(x+ r) = f(x).

设 α1, α2, · · · , αn 是 n 次的既约有理方程

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0

的根, 则可构造一个 n 次有理方程使 α1 + r, α2 + r, · · · , αn + r 是它的根, 并且可以证
明这个方程是既约的, 否则设 α1 + r 是适合 m 次 (m < n) 既约有理方程的根, 则又可
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构造一 m 次有理方程使 α1 + r + (−r) 是它的根. 于是 α1 是 m 次有理方程的根, 则
必导致与 a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 是既约的假定矛盾¬. 于是当 x 是 n 次既约有

理方程的根时, 恒有
f(x+ r) = f(x) = n.

然而正有理数 r 没有最小数, 故 f 没有最小正周期.
容易证明含有实根的任一 n 次有理既约方程是存在的, 如 xn = c, c 是一个正有理

数但 c 不是有理数的 n 次幂就是一例. 故 f 的值域是一切非负整数, 从而它是一个可
数集.

6. 一个没有最小正周期的周期函数, 它的值域是不可数集.
将实数轴上的点分类. 两点 x 与 y 称为属于同一类, 当且仅当 x − y 是有理数时.

在每一类中任意选定一点作为代表元素. 于是对于每一 x 将具有形式 x+ r (r 是有理
数) 的点的全体归为一类 Kx0(x), x0 表示这一类的代表元素. 可以证明

(i) 不同的两类 Kx0(x) 与 Ky0(y) 是不相交的.
(ii) 所有代表元素的全体记为集合 A, 则 A 为一不可数集.
做函数 f : 令 f(xζ) = x0, xζ ∈ Kx0(x). 则对任意有理数 r, 因为 xζ 和 xζ + r 同

在一类, 所以
f(xζ + r) = f(xζ) = x0.

从而, 任意有理数 r 是 f 的周期, 所以 f 没有最小正周期.
由于 A 是不可数集, 得 f 的值域是不可数集.
反例 4 至反例 6 都是由郑格于 [11] 做出的.
7. 存在两个周期函数, 其和不是周期函数.
sinx与 sinαx都是 (−∞,+∞)上的周期函数,其中 α为无理数. 现证 sinx+sinαx

不是周期函数.
事实上, 假如 sinx + sinαx 是具有非零周期 T 的周期函数, 那么下列恒等式对于

一切实数 x 都成立:

sin(x+ 2T ) + sin(αx+ 2αT ) = sinx+ sinαx,
sin(x+ 2T )− sinx = −[sin(αx+ 2αT )− sinαx],
cos(x+ T ) sinT = − cos(αx+ αT ) sinαT,
cosx sinT = − cosαx sinαT.

若令 x = 1
2π, 则最后一个方程的左端将变成零, 于是 sinαT = 0, 因而 αT 是 π 的倍

数. 若令 αx = 1
2π, 该式的右端将变成零, 于是 sinT = 0, 因而 T 是 π 的倍数. 因为 α

是无理数, 所以这是不可能的, 从而导致预期的矛盾.

¬这里只要用到根与系数的关系的 Vieta 公式和对称多项式的基本定理.
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8. 两个具有不同周期的周期函数, 其和仍是一个周期函数.
下面的例子是由 Denniston[37] 做出的.
设 a, b, c 是两两不同的实数, 对实数 x, 令

d(x) =

{
1, x = 0,

0, x ̸= 0,

f(x) =
+∞∑

m,n=−∞
d(x−ma− nb)−

+∞∑
m,n=−∞

d(x−ma− nc),

g(x) =
+∞∑

m,n=−∞
d(x−mb− nc)−

+∞∑
m,n=−∞

d(x−ma− nb).

易见, 函数 f, g 分别具有周期 a, b, 而函数 f + g 具有周期 c.

注 对于两个具有同一周期 t 的函数 f 与 g, 显然, 它们的和、差、积、商均以 t

为周期的函数, 这个条件等价于函数 f 有一周期 t1 与 g 的某一周期 t2 是可公度的, 即
t1
t2
为有理数. 于是便产生问题: 要使两个周期函数的和、差、积、商仍为周期函数, 是

否它们必须有可公度的周期? 李继闵 [10] 和宣立新 [14] 指出, 这些问题的答案全是否定
的, 有兴趣的读者, 可参看他们的原文.

9. 一个非周期函数 f, 使 |f | 是周期函数.
容易证明, 若 f 是周期函数, 则 |f | 亦必为周期函数, 应当注意, 这个命题之逆不

真, 例如, 设

f(x) =

{
sinx, −π 6 x 6 2π,

| sinx|, x < −π 或 x > 2π,

则 |f | 是周期函数而 f 不是周期函数.

注 容易证明,两个周期函数的复合函数仍为周期函数,但是,也存在周期函数 f 与

非周期函数 g, 使复合函数 f ◦ g 是周期函数. 例如, 设 f(u) = sinu, u = g(x) = ax+ b,

则 f 是周期函数而 g 不是周期函数, 其复合函数 f [g(x)] = sin(ax+ b) 是周期函数.

10. 在某点对称连续而不连续的函数.
称函数 f 在 x0 是对称连续的, 是指

lim
h→0

[f(x0 + h)− f(x0 − h)] = 0.

若 f 在每一点 x ∈ (−∞,+∞) 都是对称连续的, 就说 f 在 (−∞,+∞) 上对称连续.
容易证明, 若函数 f 在点 x0 处连续, 则其亦必在该点对称连续, 但逆命题并不成

立, 例如, 设

f(x) =

{
1, x 为有理数,

0, x 为无理数.
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则当 x0 为有理数时, 就有

lim
h→0

[f(x0 + h)− f(x0 − h)] = 0,

即 f 在任一有理点都是对称连续的, 然而, f 是无处连续的.

注 Fried 证明了每个在 (−∞,+∞) 上的对称连续函数必在 (−∞,+∞) 的某个稠

密子集上连续. 1971 年, David[34] 进一步指出, 对称连续函数必定是几乎处处连续的,
即不连续点所组成之集是一个零测集. David 还构造了 (−∞,+∞) 上的一个对称连续

函数 f, 使 f 在 (−∞,+∞) 的某个不可数子集上无处连续.

11. 处处有限而又处处局部无界的函数.
设

f(x) =

n, x =
m

n
,m 和 n 是互素的整数, 且 n > 0,

0, x 为无理数.

则 f 在每一点 x0 ∈ R1 有定义, 且在该点的函数值有限, 然而, f 在点 x0 并不局部有

界, 事实上, 假如存在 x0 的某个邻域 U(x0, δ), 使 f 在其上是有界的, 则 U(x0, δ) 内全

体 m
n 的分母 n 有界, 从而分子 m 也将有界. 但是这只能许可有限多个有理数在邻域

U(x0, δ) 内, 这与有理数的全体在 R1 内稠密的性质发生冲突. 因此, f 在 U(x0, δ) 上

不可能是有界的.
12. 一个无处连续函数, 其绝对值却处处连续.
函数

f(x) =

{
1, x 为有理数,

−1, x 为无理数

在 R1 上无处连续, 但 |f(x)| ≡ 1 在 R1 上处处连续.

注 容易证明, 若 f 在集 E 上连续, 则 |f | 在 E 上亦必连续, 上述反例说明了这个
陈述反过来是不正确的.

13. 有唯一个连续点的函数
设

f(x) =

{
x, x 为有理数,

−x, x 为无理数.

则 f 仅有的连续点是 x = 0.

14. 关于乘积函数连续性的例子.
关于乘积函数的连续性, 我们熟知定理: 若函数 f 与 g 在 x0 处皆连续, 则 fg 在

x0 处亦连续, 但当 f 与 g 在 x0 处不同时连续时, 可以有下述各种不同情况.
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(a) 函数 f(x) = x 在 x = 0 连续. g(x) = sin
(
1
x

)
, x ̸= 0; g(0) = 0 在 x = 0 处不连

续. 由于

lim
x→0

x sin
(
1

x

)
= 0 = f(0)g(0),

故 fg 在 x = 0 连续.
(b) f(x) = x 在 x = 0 连续, g(x) = 1

x , x ̸= 0, g(0) = 0 在 x = 0 不连续. 其积 fg

在 x = 0 不连续.
(c) 设

f(x) =

{
x, x 6 0,

1, x > 0,
g(x) =

{
−1, x < 0,

x, x > 0.

则 f 与 g 在 x = 0 处皆不连续. 然而,

lim
x→0−

f(x)g(x) = lim
x→0−

x · (−1) = 0,

lim
x→0+

f(x)g(x) = lim
x→0+

1 · x = 0,

所以

lim
x→0

f(x)g(x) = 0 = f(0)g(0),

即 fg 在 x = 0 连续.
(d) 设 f(x) = g(x) = 1

x , x ̸= 0; f(0) = g(0) = 0. 则 f 与 g 在 x = 0 处皆不连续,
其积在 x = 0 处亦不连续.

综上所述, 可列出下表 (表 2–1).

表 2–1

f 在 x = x0 g 在 x = x0 fg 在 x = x0 例

1 连 续 连 续 连 续 定理

2 连 续 不连续 连 续 (a)

3 连 续 不连续 不连续 (b)

4 不连续 不连续 连 续 (c)

5 不连续 不连续 不连续 (d)

15. 关于复合函数连续性的例子.
关于复合函数的连续性,我们熟知定理: 若 f(x)在 x = x0连续, g(y)在 y0 = f(x0)

连续, 则复合函数 g[f(x)] 在 x = x0 连续. 但当 g(y) 在 y = y0, f(x) 在 x = x0 不同时

连续时, 可以有下述各种不同的结果.
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(a) 设

f(x) =


1

q
, x =

p

q
, p 与 q 为互素的整数, 且 q > 0,

0, x 为无理数.

g(y) =

{
1, y 为有理数,
0, y 为无理数.

则 f 在 x = 0 连续, g 在 f(0) 不连续, 而复合函数 g[f(x)] ≡ 1 在 x = 0 连续.
(b) 设 f(x) = x2, 再设

g(y) =

{
y, y 6 1,

3y − 5, y > 1.

则 f(x) 在 x = 1 连续, g(y) 在 f(1) = 1 不连续. 因为

g[f(x)] =

{
x2, |x| 6 1,

3x2 − 5, |x| > 1,

所以复合函数 g[f(x)] 在 x = 1 不连续.
(c) 函数 f(x) = sgn x 在 x = 0 不连续, g(y) = y(1− y2) 在 y = 0 连续, 因

g[f(x)] = (sgn x)(1− sgn2x) ≡ 0,

故 g[f(x)] 在 x = 0 连续.
(d) 设

f(x) =

{
1, x 为有理数,

0, x 为无理数,
g(y) = y,

则 f(x) 在 x = 0 不连续, g(y) 在 y0 = f(0) = 1 连续, 而复合函数

g[f(x)] =

{
1, x 为有理数,

0, x 为无理数.

在 x = 0 不连续.
(e) 设

f(x) =


1

q
, x =

p

q
, p 与 q 是互素的整数, 且 q > 0,

1, x 为无理数或 x = 0,

g(y) =

{
1, y 为有理数,

0, y 为无理数.

则 f(x) 在 x = 0 不连续, g(y) 在 y0 = f(0) = 1 也不连续, 然而 g[f(x)] ≡ 1 连续.
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(f) 设 f(x) = 1
x , x ̸= 0, f(0) = 0; g(y) = sgn y, 则 f(x) 在 x = 0 不连续, g(y) 在

y0 = f(0) = 0 不连续, 复合函数 g[f(x)] = sgn x 在 x = 0 也不连续.
综上所述, 可列出下表 (表 2–2).

表 2–2

f(x) 在 x = x0 g(y) 在 y0 = f(x0) g[f(x)] 在 x = x0 例

1 连 续 连 续 连 续 定理

2 连 续 不连续 连 续 (a)
3 连 续 不连续 不连续 (b)
4 不连续 连 续 连 续 (c)
5 不连续 连 续 不连续 (d)
6 不连续 不连续 连 续 (e)
7 不连续 不连续 不连续 (f)

16. 函数 y = f(u), u = g(x) 适合 limu→A f(u) = B, limx→a g(x) = A, 但

limx→a f [g(x)] 不存在.
设

f(u) =

{
1, u ̸= 0,

0, u = 0,

g(x) =


1

q
, x =

p

q
, p 与 q 是互素的整数, 且q > 0,

0, x 为无理数.

显然, limu→0 f(u) = 1, limx→0 g(x) = 0. 但是, 若取 x 为无理数, 则 g(x) = 0, 从而

lim
x→0

f [g(x)] = 0.

若取 x 为有理数, x = p
q , 则 g(x) = 1

q , 从而

lim
x→0

f [g(x)] = 1.

可见 limx→0 f [g(x)] 不存在.

注 我们有如下的命题: 若满足下列两条件之一:
(i) f(u) 在 u0 连续, limx→x0 g(x) = u0,

(ii) limu→u0 f(u) = A, limx→x0 g(x) = u0, 但在 x0 的某个邻域 (x0 − δ, x0 + δ) 内,
当 x ̸= x0 时 g(x) ̸= u0, 那么

lim
x→x0

f [g(x)] = lim
u→u0

f(u).
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这个定理具有很重要的意义, 我们时常对自变量做代换来求极限, 其实是基于这个
定理的. 例如, 求 limx→x0 f [g(x)] 时, 做代换 u = g(x), 而由 limx→x0 g(x) = u0, 把求

limx→x0
f [g(x)] 的问题化为求极限 limu→u0

f(u). 上述反例表明, 这样做代换, 并不是
永远通行无阻的, 还必须注意定理的条件. 因此, 在讨论 limx→0 f [g(x)] 时, 不考虑定理
的条件而轻易地做代换 u = g(x), 并从 limx→0 g(x) = 0 和 limu→0 f(u) = 1 来断定

lim
x→0

f [g(x)] = lim
u→0

f(u) = 1,

那就是错误的.
Pamankutty和Vamanamurthy[63]进一步指出,若 limx→a g(x) = A, limu→A f(u) =

B, 则或者 limx→a f [g(x)] = B, 或者 limx→a f [g(x)] = f(A), 或者 limx→a f [g(x)] 不

存在.

证 任给 ε > 0, 则存在 γ > 0 和 δ > 0, 使当 0 < |u−A| < γ 时

|f(u)−B| < ε,

而当 0 < |x− a| < δ 时

|g(x)−A| < γ.

(i) 若存在 a 的邻域 U(a), 使对任何 x ∈ U(a)\{a}, 都有 g(x) ̸= A, 则可选取 δ 使

(a− δ, a+ δ) ⊂ U(a), 从而当 0 < |x− a| < δ 时, 有 0 < |g(x)−A| < γ, 故

lim
x→a

f [g(x)] = B.

(ii) 若 (i) 不成立, 则对 a 的每个邻域 U(a), 对某个 x ∈ U(a)\{a}, 有 g(x) = A.

由此可知, 或者
lim
x→a

f [g(x)] = f(A),

或者 limx→a f [g(x)] 不存在.

17. 函数 y = f(u) 和 u = g(x), 其复合函数 f [g(x)] 处处连续, 并适合

lim
u→b

f(u) = c, lim
x→a

g(x) = b, lim
x→a

f [g(x)] ̸= c.

设

f(u) =

{
0, u ̸= 0,

1, u = 0,
g(x) ≡ 0,

则 limu→0 f(u) = 0. 然而, 对于一切 x, f [g(x)] ≡ 1, 所以 limx→0 f [g(x)] = 1.

注 如果再附加条件: x ̸= a 蕴涵 g(x) ̸= b, 那么这个反例就变成不可能的了.
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18. 存在连续函数列 {fn(x)}, 其上确界函数 f(x) = supn fn(x) 并不连续.
在 R1 上如下定义函数 fn :

fn(x) =


0, x 6 0,

nx, 0 < x 6 1

n
,

1, x >
1

n
.

易见, 函数 fn 在 R1 上都连续, 然而上确界函数

f(x) = sup
n
fn(x) =

{
0, x 6 0,

1, x > 0

在点 x = 0 间断.

注 可以证明, 如果定义在点集 E 上的有限多个函数 fk(x) (k = 1, 2, · · · , n) 在点
x0 ∈ E 都连续, 那么最大值函数

f(x) = max
16k6n

fk(x)

及最小值函数

g(x) = min
16k6n

fk(x)

在点 x0 也连续, 上述反例说明了不能把这个命题推广到无穷多个函数的情形.

19. 一个无处连续函数, 其反函数却处处连续.
令

c1 =
1

2
, c2 =

1

4
, c3 =

3

4
, c4 =

1

8
, c5 =

3

8
, c6 =

5

8
, · · · ,

一般, 分母是 2n, 分子是小于分母的正奇数. 再令

a1 =
1

3
, a2 =

2

3
, a3 =

1

4
, a4 =

3

4
, a5 =

1

5
, a6 =

4

5
, · · · ,

一般是 1
k 及

k−1
k . 显然 {cn} 和 {an} 是一一对应的, 令 f(cn) = an, 易见, f 在任何点

的上极限是 1, 下极限是 0. 因此, f 在任何点都不连续, 但其反函数 g(an) = cn 在每一

点都连续.

注 设 {cn} 和 {an} 是反例 19 中的数列. 若令 f(an) = cn, 则 f 在每一点 an 都

连续, 而其反函数 g(cn) = an 却无处连续.

20. 有界区间上的一个一对一的连续函数, 其反函数不连续.
考虑函数

g(x) = (cosx, sinx), 0 6 x < 2π.
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则 g 是一个从区间 J = [0, 2π) 映到 R2 中的单位圆的圆周 C 上的一对一的连续函数.
但这时 g−1 是把圆周 C 映到区间 J 上, 因此它不可能是连续的, 因为要把圆周展开在
一个区间上, 就必须 “破开” 这圆周. 事实上我们看到, g−1 把 (1, 0) 这一点映到 0 ∈ J

上, 而把接近 (1, 0) 但在它以下的 C 上所有的点映到 J 中接近 2π 的点上.

注 可以证明, 如果一对一的连续函数 f 的定义域是紧集, 那么 f−1 必定是连续

的. 上述反例说明了在这个陈述中, f 的定义域为紧集的条件是不能去掉的.

21. 不能作为任何连续函数列的极限的函数.
在区间 [0, 1] 上如下定义函数:

f(x) =

{
1, x 为有理数,
0, x 为无理数.

兹证不存在 [0, 1] 上的连续函数列 {fn}, 使对每一 x ∈ [0, 1], 有

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

事实上, 假如 f 是某个连续函数列 {fn} 的极限:

f(x) = lim
n→∞

fn(x), 0 6 x 6 1,

令

F (k)
n =

{
x : fn(x) 6 1− 1

k
, 0 6 x 6 1

}
,

S(k)
m =

∞∩
n=m

F (k)
n ,

因 fn 都是连续函数, 故对任何正整数 n 和 k, F
(k)
n 都是闭集, 从而 S

(k)
m 也是闭集. 再

由关系式

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

得到

{x : f(x) < 1} =
∞∪
k=1

∞∪
m=1

S(k)
m ,

因此, {x : f(x) < 1} 是一个 Fσ 型集.
另一方面, {x : f(x) < 1} 是 [0, 1] 中的一切无理数所组成之集, 因而它不是 Fσ 型

集 (参看 [25], p. 26). 由此导致矛盾. 故不存在连续函数列 {fn}, 使

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

注 其实, 我们还可进一步构造 [0, 1] 上的一个函数 f, 它的连续点所组成之集在

[0, 1] 中稠密, 但 f 仍不是某个连续函数列的极限 (参看 [9]).
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22. 仅在有理点间断的严格递增的函数.
设 r1, r2, · · · , rk, · · · 为数直线上的全部有理数. 命

f(x) =
∑
rk<x

1

2k
,

这里, 按一切使 rk < x 的那些下标 k 求和. 因为所给的级数总是收敛的, 所以这个函数
对一切实数 x 都有定义. 又因为对任意两个实数 x1, x2, x1 < x2, 总存在有理数 rk0 , 使
得 x1 < rk0 < x2, 所以

f(x2) > f(x1) +
1

2k0
> f(x1).

因此, f 在 R1 上是严格递增的.
兹证, f 在每个有理点间断而在每个无理点连续.
事实上, 设 r 是有理点, 对任一 x > r, 有

f(x) =
∑
rk<x

1

2k
=
∑
rk<r

1

2k
+

∑
r6rk<x

1

2k
.

假定有理点 r 的下标为 n, 那么 ∑
r6rk<x

1

2k
>

1

2n
.

因此,
f(x) >

∑
rk<r

1

2k
+

1

2n
= f(r) +

1

2n
.

在这个不等式中, 令 x→ r + 0 (即 x 保持大于 r 而趋于 r) 而取极限, 就得到

f(r + 0) > f(r) +
1

2n
.

由此可见, 函数 f 在每个有理数点 rn 都是右间断的, 而且它的右方跃度 f(rn + 0) −
f(rn) > 1

2n , 因而 f 在点 rn 处间断.
再证, 函数 f 在其他点处都是连续的, 且在有理点 rn 处的跃度等于 1

2n . 这个结论

可以从下面的考虑得出: 对于单调函数而言, 它的上界和下界之差大于或等于一切跃度
之和. 而

sup
k
f(x) =

∑
k

1

2k
= 1, inf

k
f(x) = 0,

所以一切跃度之和 s 满足不等式

s 6 1.

另一方面, 一切跃度之和大于或等于诸点 rn 处的右方跃度之和, 所以

s >
∑
n

1

2n
= 1.
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因而在诸点 rn 处的右方跃度之和等于函数的全部可能跃度. 由此可知, 函数 f 在其他

各点均连续, 且在点 rn 处的跃度恰好等于 1
2n .

注 由上述反例的构造法可知, 对于 R1 中的任何可数子集, 必可做出在该集上无
处连续而在其补集上处处连续的严格递增函数.

Haray[46] 构造了一个在正无理数集上连续而在其补集上无处连续的函数 h 如下:

h(x) =


x, x 为无理数,(
1 + p2

1 + q2

) 1
2

, x =
p

q
, p 与 q 为互素的整数.

设 α > 0, 0 6 x 6 1, 令

fα(x) =


0, x = 0 或 x 为无理数,

q−α, x =
p

q
, p 与 q 是互素的整数.

Bhakta[27] 指出, 函数 fα 在 [0, 1] 中的非零有理点处都间断, 而在 [0, 1] 中的其他

点处都连续. 又, 当 0 < α < 1 时, fα 在 [0, 1] 上无处可微; 当 1 < α 6 2 时, fα 在
x = 0 处可微; 当 α > 2 时, fα 在 [0, 1] 上几乎处处可微.

Kristensen[56] 于 1968 年构造了一个定义在 R1 上的函数, 它在每个有理点间断,
而在每个代数数的无理点处可微.

还可构造区间 [0, 1] 上的函数, 它的连续点所组成之集 A 与间断点所组成之集 B

在 [0, 1] 中都稠密, 且对任何非空开区间 (α, β) ⊂ [0, 1], 交集 A ∩ (α, β) 与 B ∩ (α, β)

都具有连续统的势.
23. 零测度的不可数集.
将闭区间 [0, 1] 用分点 1

3 ,
2
3 分成三部分, 而取走中间的开区间

(
1
3 ,

2
3

)
. 将每一个留

下来的闭区间
[
0, 13

]
,
[
2
3 , 1
]
, 又各自等分成三部分 (对于第一个闭区间用 1

9 ,
2
9 当作分

点, 对于第二个闭区间用 7
9 ,

8
9 当作分点), 而各自取走中间的开区间

(
1
9 ,

2
9

)
与
(
7
9 ,

8
9

)
.

再将留下来的闭区间等分成三部分而取走其中间的一个开区间. 如此继续下去, 以至无
限. 这样, 从 [0, 1] 中取走了一个开集 G, 它是可数个开区间的并集:

G =

(
1

3
,
2

3

)
∪
[(

1

9
,
2

9

)
∪
(
7

9
,
8

9

)]
∪ · · · .

开集 G 的测度为

mG =
1

3
+

1

3
· 2
3
+

1

3
· 2
3
· 2
3
+ · · · =

1

3

1− 2

3

= 1,
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故 mC = m ([0, 1]\G) = 1− 1 = 0.

因 C 是由闭区间 [0, 1] 中取走可数个彼此没有公共端点 (且与原来的区间 [0, 1] 也

无公共端点) 的开区间而成, 故 C 是一个非空的完备集, 从而是一个不可数集 (参看
[4]).

显然, C 不能包含任何非空区间, 所以 C 为一疏集. 因此, C 是一个完备的疏集.
集 C 是由 Cantor[32] 构造的, 故通常称 C 为 Cantor 三分集, 简称 Cantor 集.
24. 任给实数 a (0 < a < 1), 在 [0, 1] 中可构造一个测度为 a 的完备疏集.
令 r = 1−a

3−2a , 则 0 < r < 1
3 . 我们先从闭区间 [0, 1] 中取走中间长度为 r 的开区间,

第二次从余下的两个闭区间中各自取走中间长度为 r2 的开区间, 第三次又从余下的四
个闭区间中各自取走中间长度为 r3 的开区间, 如此继续下去. 这样, 全部取走的开区间
的总长为

α = r + 2r2 + 4r3 + · · · = r[1 + 2r + (2r)2 + · · · ] = r

1− 2r
.

于是, 余下之集的测度为
1− α =

1− 3r

1− 2r
= α.

用这种方法得到的集通常称为具正测度的 Cantor 集, 它是一个完全疏集.
25. 在 Cantor 集上连续而在它的邻接区间上无处连续的函数.
设 C 为 [0, 1] 中的 Cantor 集, C 的邻接区间按它们的长度减小顺序进行编号:

(a1, b1) =

(
1

3
,
2

3

)
, (a2, b2) =

(
1

9
,
2

9

)
,

(a3, b3) =

(
7

9
,
8

9

)
, (a4, b4) =

(
1

27
,
2

27

)

(a5, b5) =

(
7

27
,
8

27

)
, · · · .

又设 {cn} 是一个实数列且 cn ̸= 0 (n = 1, 2, · · · ), limn→∞ cn = 0. 令

f(x) =



0, x ∈ C,

cn, x =
an + bn

2
,

线性, x ∈
[
an,

an + bn
2

]
或 x ∈

[
an + bn

2
, bn

]
.

易见, f 在区间 (an, bn) 内的图像是折线, 所以当 x0 ∈ (an, bn) 时, f 在点 x0 连续. 而
当 x0 ∈ C 时 f(x0) = 0, 由于 cn → 0(n→ ∞), 从而

lim
x→x0

f(x) = 0.
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因此, f 在点 x0 也连续. 综上所述, f 在 [0, 1] 上处处连续. 再设

g(x) =

{
1, x 为 [0, 1] 中的有理点,
0, x 为 [0, 1] 中的无理点,

并令

F (x) = f(x)g(x).

于是, 若 x0 ∈ C, 则 f(x0) = 0, 从而 F (x0) = 0. 由于 f 在 [0, 1] 上连续, g 在 [0, 1] 上

有界, 因而
lim
x→x0

F (x) = lim
x→x0

f(x)g(x) = 0.

所以 F 在点 x0 连续. 因 x0 ∈ C 是任取的, 故 F 在 C 上处处连续.
若 x0 ∈ [0, 1]\C =

∪∞
n=1(an, bn) 且 x0 为有理点, 则

F (x0) = f(x0) ̸= 0.

因为在 x0 的任意邻域内恒有无穷多个无理点, 而在这种点上 F 的值是零, 所以 F 在

点 x0 间断. 同理可证, 当 x0 ∈ [0, 1]\C 且 x0 为无理点时, F 在点 x0 也间断. 总之, F
在
∪∞
n=1(an, bn) 上处处间断.
26. 在 Cantor 集上无处连续而在它的邻接区间上连续的函数.
设 C 为 [0, 1] 中的 Cantor 集, (an, bn)(n = 1, 2, · · · ) 是它的邻接区间. 在 [0, 1] 上

定义函数 f 如下:

f(x) =



0, x ∈ C,

1, x =
an + bn

2
,

线性, x ∈
[
an,

an + bn
2

]
或 x ∈

[
an + bn

2
, bn

]
.

易见, f 在 C 上无处连续而在
∪∞
n=1(an, bn) 上连续.

27. 在任意给定的 Fσ 型集上间断的函数.
对于一个给定的 Fσ 型集 E =

∪∞
n=1 Fn, 其中 Fn (n = 1, 2, · · · ) 都是闭集, 可以认

为这个集列是递增的, 即 Fn ⊂ Fn+1 (n = 1, 2, · · · ). 事实上, 如果它不是递增的, 那么,
我们就用 F1 ∪ F2 代以 F2, F1 ∪ F2 ∪ F3 代以 F3, 等等. 于是, 新的闭集列是递增的, 这
些集的并集也是 E. 设

fn(x) =



1

10n
, x 是 Fn 中的有理点,

2

10n
, x 是 Fn 中的无理点,

0, x 不是 Fn 中的点.
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显然, 函数 fn 在集 Fn 上无处连续, 而在 R1\Fn 上连续, 令

f(x) =
∞∑
n=1

fn(x),

因为 |fn(x)| 6 2
10n ,故据Weierstrass判别法,级数

∑∞
n=1 fn(x)在 R1 上是一致收敛的.

我们任取 x0 ∈ R1\E, 由于每个函数 fn 在点 x0 都是连续的, 故由级数
∑∞
n=1 fn(x) 的

一致收敛性可知, 函数 f 在点 x0 也是连续的.
兹证, 对于任意的点 x0 ∈ E, f 在 x0 是间断的.
事实上, 可设 x0 ∈ Fn 而 x0 /∈ Fn−1, 于是, x0 是函数 f1, f2, · · · , fn−1 的连续点,

而是函数 fn, fn+1, · · · 的间断点, 并且函数 fn 在点 x0 处的振幅大于或等于 1
10n , 函数

fn+1, fn+2, · · · 在点 x0 处的振幅之和不大于 2
10n+1 + 2

10n+2 + · · · = 2
9·10n . 这样一来, 和

函数 f 在点 x0 处的振幅大于或等于 1
10n − 2

9·10n , 因而 f 在点 x0 是间断的.
28. 不能在全轴上做连续扩张的有界集上的有界连续函数.
函数 y = sin 1

x 在开区间 (0, 1) 上连续且有界, 但是, 不能将它保持连续性而扩张
到全轴上, 甚至不能将它保持连续性而扩张到闭区间 [0, 1] 上, 这是因为当 x → 0 时,
函数 y = sin 1

x 没有极限.

注 可以证明, 若函数 f 在 R1 的某个有界子集上一致连续, 则可把它保持连续性
而扩张到 R1 上. 上述反例说明了一致连续性的条件不能去掉.

29. 以一个任意的非紧集为定义域的连续的无界函数.
(i) 若 A 是实数的一个无界集, 令

f(x) = x (x ∈ A).

(ii) 若 A 是实数的一个有界集, 但不是闭的, 设 c 为 A 的一个聚点且 c /∈ A, 则令

f(x) =
1

x− c
(x ∈ A).

易见, f 是非紧集 A 上的连续的无界函数.

注 定义在紧集上的连续函数必定有界. 上述反例说明了非紧集上的连续函数未必
有界, 甚至对于任意给定的非紧集, 都可以构造一定义在其上的连续的无界函数.

30. 一个不连续函数, 它把紧集映成紧集.
容易证明, 若 f 是定义在点集 E 上的连续函数, 则对任意紧集 A ⊂ E, f(A) 必为

紧集, 应当注意, 这个命题之逆并不成立. 例如, 在 (−∞,+∞) 上定义函数 f 如下:

f(x) =

{
0, x 6 0,

1, x > 0.
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则对任意紧集 A ⊂ (−∞,+∞), f(A) 至多含有两个点, 因而 f(A) 是紧集, 但 f 并不

连续.

注 可以证明, 若对每一紧集 A ⊂ E, f(A) 亦为紧集, 且当 x1 ̸= x2 时 f(x1) ̸=
f(x2), 则 f 必为 E 上的连续函数.

31. [0, 1] 的一个闭子集 E 及 E 到 E 上的两个可换连续映射 f, g, 而不存在 f, g

的可换连续扩张.
De Marr[36] 曾提出下述问题: 设 X 是拓扑空间, 具有性质: 从 X 的闭子集 E 到

E 的每个连续映射可扩张到 X 上的连续映射. 此外, 设 f, g 是 E 到 E 上的两个可换

连续映射, 即 f, g 连续且对任何 x ∈ E, 都有

f [g(x)] = g[f(x)].

在这些条件下, 是否必定存在 f, g 的连续扩张 F,G, 使 F 与 G 仍是可换映射?
Anderson 和 Kay[23] 指出, 即使 X = [0, 1], 这个问题的答案也是否定的. 他们的

例子如下: 设

f(x) = g(x) = 1, 0 6 x 6 1

3
,

f(x) =
x

2
− 1

3
,

g(x) = −x
2
+

2

3
,

 2

3
6 x 6 1,

E =
[
0, 13

]
∪
[
2
3 , 1
]
, 则 f 与 g 是 E 到 E 上的两个可换的连续映射. 假如 F,G 分别是

f, g 在 X = [0, 1] 上的连续扩张, 并令

x0 = inf
{
x : F (x) =

2

3

}
,

x1 = inf
{
x : G(x) =

2

3

}
,

那么, 由于 F 与 G 都连续, 因而 F (x0) = G(x1) =
2

3
, 而且当 x0 6 x1 时 G(x0) > 2

3 ,

等号仅当 x0 = x1 时成立. 因此

G[F (x0)] = G

(
2

3

)
=

1

3
.

而 F [G(x0)] 6 1
6 , 于是

G[F (x0)] ̸= F [G(x0)].

同理可证, 当 x1 < x0 时, 有 F [G(x1)] = 0, G[F (x1)] > 1
6 . 因此, f 与 g 不可能有可换

的连续扩张.
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32. 存在 R1 上的一个连续函数 f, 它有唯一不动点 x0, 且当 x ̸= x0 时, 数列{
x+ f1(x) + · · ·+ fn−1(x)

n

}
有界而不收敛于 x0, 其中 f1(x) = f(x), fn(x) = f [fn−1(x)]. 在 R1 上定义函数 f 如下:

f(x) =


−x+ 1, x 6 −1,

−2x, |x| 6 1,

−x− 1, x > 1.

则 f 在 R1 上连续且有唯一不动点 x0 = 0. 令

f1(x) = f(x), fn(x) = f [fn−1(x)] (n = 2, 3, · · · ).

又, 当 x > 1 时,

1

n
(x+ f1(x) + · · ·+ fn−1(x)) =


−1

2
, n 为偶数,

1

2
+

1

n

(
x− 1

2

)
, n 为奇数;

当 x 6 −1 时,

1

n
(x+ f1(x) + · · ·+ fn−1(x)) =


1

2
, n 为偶数,

−1

2
+

1

n

(
x+

1

2

)
, n 为奇数.

因此, 当 |x| > 1 时, 数列
{
x+f1(x)+···+fn−1(x)

n

}
是有界的. 又, 当 |x| < 1 且 x ̸= 0 时,

对充分大的 n, 有 |fn(x)| > 1, 故由前面所述, 数列
{
x+f1(x)+···+fn−1(x)

n

}
也是有界的.

然而, 它并不收敛.
33. 一个在 [0,+∞) 上连续且有界的函数, 它在 [0,+∞) 上不一致连续.
设 f(x) = sinx2, 则 f 在 [0,+∞) 上连续且有界. 但是, 它在 [0,+∞) 上并不一致

连续. 事实上, 对于 ε0 = 1
2 ,无论怎样选取 δ > 0,总可取正整数 n0 充分大, 使 1√

n0
< δ.

再取 x1 = (2n0π)
1
2 , x2 =

[(
2n0 +

1
2

)
π
] 1

2 , 则有

x22 − x21 =
π

2
.

0 < x2 − x1 =
π

2
(x2 + x1)

−1 6 π

2
(2x1)

−1

=
π

4
x−1
1 < x−1

1 =
1√
2n0π

<
1

√
n0

< δ.
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但是,

|f(x2)− f(x1)| = sin
(
2n0 +

1

2

)
π − sin 2n0π

= 1 > ε0.

因此, f(x) = sinx2 在 [0,+∞) 上不一致连续.

注 可以证明, 若 f 在 [0,+∞) 上连续且 limx→+∞ f(x) 存在, 则 f 在 [0,+∞) 上

一致连续 (参看本章问题 22). 上述反例说明了在这个陈述中, 不能把 “limx→+∞ f(x)

存在” 代以 “f 在 [0,+∞) 上有界”.

又, 定义在紧集上的连续函数必定是一致连续的. 上述反例还说明了在这个陈述
中, 函数的定义域是紧集的条件不可去掉.

34. 存在两个一致连续函数, 其积并不一致连续.
函数 f(x) = x 和 g(x) = sinx 在 R1 上都是一致连续的. 但是, 它们的乘积

f(x)g(x) = x sinx 在 R1 上不一致连续.

注 容易证明, 假如函数 f 和 g 在它们共有的定义域 D 上都一致连续, 并且又都
是有界的, 那么它们的乘积 fg 在 D 上也一致连续. 也容易证明, 在有界集上一致连续
的任何函数在该集上都是有界的 (参看本章问题 21). 由此可见, 上述反例之所以可能,
只是由于所考虑的函数, 它们共有的定义域是无界的, 而且至少有一个函数是无界的.

关于无界区间上的两个一致连续函数的乘积是否仍是一致连续的问题, Elyash[39]

等人得到了下列有趣的结果.
用 K 表 [1,+∞) 上非负一致连续函数类.

引理 1 若 f ∈ K, 则 lim supx→+∞
f(x)
x < +∞.

证 设 lim supx→+∞
f(x)
x = +∞, 则存在数列 {xk}, 使 xk → +∞(k → ∞), xk+1 −

xk > 1, 且若 ck = f(xk)
xk

, 则 ck+1 > ck, ck → +∞. 对每一 k, 有

|f(xk+1)− f(xk)| = ck+1xk+1 − ckxk

> ck(xk+1 − xk).

令 ε = 1, δ 是满足 0 < δ < 1 的任意数, 则存在 k0 使 k > k0 时, ck > 2
δ . 取 k > k0, 并

选取 t1, t2, · · · , tm, 使

xk = t1 < t2 < · · · < tm = xk+1,

这里 δ
2 < ti+1 − ti < δ(i = 1, 2, · · · ,m− 1). 对某个 i, 必有

|f(ti+1)− f(ti)| > ck(ti+1 − ti),
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因为否则将有

|f(xk+1)− f(xk)| 6
m−1∑
i=1

|f(ti+1)− f(ti)|

< ck(xk+1 − xk),

与假设矛盾. 因此,

|f(ti+1)− f(ti)| > ck(ti+1 − ti) >
2

δ
· δ
2
= 1,

于是 f 在 [1,+∞) 上不一致连续, 矛盾.

引理 2 若 xf(x) ∈ K, 则任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 |x− y| < δ 时, 就有

x|f(x)− f(y)| < ε.

证 因 xf(x) ∈ K, 据引理 1, 存在常数 M > 0, 使 f(x) < M. 此外, 存在 δ > 0, 使

δ < ε
2M , 且当 |x− y| < δ 时, 有

|xf(x)− yf(y)| < ε

2
.

因此

x|f(x)− f(y)| 6 |xf(x)− yf(y)|+ f(y)|x− y| < ε

2
+M · ε

2M
= ε. 2

用 K∗ 表 [1,+∞) 上的一切连续函数 f, 使 f ∈ K, 且当 g ∈ K 时 fg ∈ K.

定理 f(x) ∈ K∗ 的充要条件是 xf(x) ∈ K.

证 必要性: 因 x ∈ K, 故必要性成立.

充分性: 设 xf(x) ∈ K. 令 ε > 0, g(x) ∈ K. 据引理 1, 存在常数 M1 及 M2, 使

f(x) < M1,
g(x)

x
< M2.

据在 g(x) 上的假设及引理 2, 可选取 δ > 0, 当 |x− y| < δ 时

|g(x)− g(y)| < ε

2M1
, y|f(x)− f(y)| < ε

2M2
.

因此, 当 |x− y| < δ 时,

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| 6 f(x)|g(x)− g(y)|+
(
g(y)

y

)
y|f(x)− f(y)|

< M1 ·
ε

2M1
+M2 ·

ε

2M2

= ε,
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故 f(x) ∈ K∗.

35. 一个一致连续的函数, 其反函数并不一致连续.
函数 lnx 在 [a,+∞)(a > 0) 上是一致连续的, 但其反函数 ex 在 [ln a,+∞) 上并不

一致连续.
36. 两个间断函数, 其最小值函数却是一致连续的.
在 R1 上如下定义函数:

f(x) = x− [x], g(x) = 1− x+ [x],

其中 [x] 代表括号函数. 显然, 函数 f 和 g 在 x 为整数的点都不连续. 令

h(x) = min{x− [x], 1− x+ [x]}.

现证 h 在 R1 上一致连续.
事实上, 不妨设 h(x) > h(y). 按 h(y) 的定义, 存在正整数 n, 使 |y − n| = h(y). 于

是

h(x) 6 |x− n| 6 |x− y|+ |y − n|,

从而

0 6 h(x)− h(y) 6 |x− y|.

由此可知, h 在 R1 上是一致连续的.
37. 在开区间 I1 与 I2 内均一致连续, 但在 I1 ∪ I2 内不一致连续的函数.
设

f(x) =
| sinx|
x

,

可证 f 在开区间 I1 = (−1, 0) 及 I2 = (0, 1) 上都是一致连续的.
事实上, 令

F (x) =


1, x = 0,

f(x), 0 < x < 1,

sin 1, x = 1.

因为 limx→0+ f(x) = 1, limx→1−0 f(x) = sin 1, 所以函数 F (x) 在闭区间 [0, 1] 上连续,
从而它在 [0, 1] 上一致连续, 故 f 在开区间 (0, 1) 上也一致连续.

同理可证, f 在开区间 I1 = (−1, 0) 上也是一致连续的.
下面将证明, f 在 I1 ∪ I2 = {x : 0 < |x| < 1} 上不一致连续. 为此, 取 x′ > 0, x′′ =

−x′ < 0, 则

|f(x′)− f(x′′)| =
∣∣∣∣ | sinx′|x′

− | sinx′′|
x′′

∣∣∣∣ = 2
sinx′
x′

.



反 例 95

由于

lim
x→0

sinx
x

= 1,

故对任给的 ε > 0 (0 < ε < 1), 无论正数 δ 取得怎样小, 必可取得正数 h 如此小, 使
|x′ − x′′| = h < δ, 而

|f(x′)− f(x′′)| = 2
sinx′
x′

> ε,

因此, f 在 I1 ∪ I2 上不是一致连续的.
38. 两个单调函数 f, g, 其中 f 连续而 g 间断, 但复合函数 f ◦ g 却是连续的单调

函数.
在区间 [0, 2] 上如下定义函数:

g(x) =

{
x, 0 6 x < 1

x+ 1, 1 6 x 6 2.

显然, 函数 g 在 [0, 2] 上是递增的, 它有间断点 x = 1, 且 g(0) = 0, g(2) = 3. 现在, 我们
在区间 [0, 3] 上定义函数 f :

f(y) =


y, 0 6 y 6 1,

1, 1 < y < 2,

y − 1, 2 6 y 6 3.

显然, f 在区间 [0, 3] 上递增, 且 f [g(x)] = x (0 6 x 6 2). 因此, f ◦ g 是区间 [0, 2] 上的

单调连续函数.

注 容易证明, 若 f(y) 是严格单调的连续函数, 而递增函数 y = g(x) 在点 x0 间

断, 则复合函数 f [g(x)] 在点 x0 亦必间断. 上述反例说明了在这个陈述中, 函数 f 的严

格单调性不能减弱为单调性.

39. 两个区间之间的一个无处单调的一一对应.
设 f 定义在 0 6 x 6 1 上:

f(x) =

{
x, x 是有理数,

1− x, x 是无理数.

显然, f 在 [0, 1] 的任何子区间上都不可能是单调的. f 的值域也是 [0, 1], 而且 f 还是

区间 [0, 1] 到自身的一个一一对应.
类似地, 可以做出具有同样性质的将区间 [a, b] 映到区间 [c, d] 上的函数:

g(x) =


c+ (d− c)

x− a

b− a
,

x− a

b− a
是有理数,

d+ (c− d)
x− a

b− a
,

x− a

b− a
是无理数.
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40. 两个严格递增的函数, 其积不是单调函数.
函数 f(x) = x 和 g(x) = x − 1 在区间 [0, 1] 上都是严格递增的, 但其乘积

f(x)g(x) = x(x− 1) 在 [0, 1] 上既不递增也不递减.
41. 无处单调的连续函数.
在 |x| 6 1

2 , 设 f1(x) = |x|, 而在其他的 x 值处, 用 1 为周期来延拓 f1(x), 即: 对每
个实数 x 和整数 n, 都有

f1(x+ n) = f1(x).

当 n > 1 时, 定义 fn(x) = 4−n+1f1(4
n−1x), 于是对于每个整数 n, fn 是有周期 4−n+1

的周期函数, 其极大值为 1
2 · 4−n+1. 最后, 以 R1 为定义域规定 f :

f(x) =

∞∑
n=1

fn(x) =

∞∑
n=1

f1(4
n−1x)

4n−1
.

因为 |fn(x)| 6 1
2 · 4−n+1, 故据 Weierstrass 判别法, 这级数在 R1 上一致收敛, 因而 f

在 R1 上连续.
在任何形如 a = k · 4−m 的点, 式中 k 是整数, m 是正整数, 当 n > m 时就有

fn(a) = 0, 从而

f(a) = f1(a) + · · ·+ fm(a).

对于任何正整数 m, 设 hm 是正数 4−2m+1. 于是, 当 n > 2m + 1 时 fn(a + hm) = 0,

所以

f(a+ hm)− f(a) = [f1(a+ hm)− f1(a)] + · · ·+ [fm(a+ hm)− fm(a)]

+fm+1(a+ hm) + · · ·+ f2m+1(a+ hm)

> −mhm + (m+ 1)hm = hm > 0.

同样地,
f(a− hm)− f(a) > −mhm + (m+ 1)hm = hm > 0.

由于形如 a = k · 4−m 的点在 R1 中是稠密的, 所以 f 不可能在一个开区间内单调.

注 其实, 还可进一步构造无处单调的可微函数 (参看第三章反例 31).

42. 以一个任意的非紧集为定义域的连续的有界函数, 它没有局部极值
(i) 若 E 是一个无界的实数集, 令

f(x) =
x2

x2 + 1
, x ∈ E.

则 f 在 E 上没有局部极大值. 如果定义

f(x) = (−1)[|x|]
x2

x2 + 1
, x ∈ E,
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此处 [|x|] 是小于或等于 |x| 的整数中最大者, 则 f 在 E 上既没有局部极大值也没有局

部极小值.
(ii) 如果 E 是一个有界的非闭的实数集, 设 c 是 E 的一个聚点, 但 c /∈ E. 令

f(x) = −|x− c|, x ∈ E.

这时 f 在 E 上没有局部极大值. 如果定义

f(x) = (−1)[
1

|x−c| ]{L− |x− c|},

其中方括号再一次用来表示 “括号函数”, 而 L 是某个包含 E 的区间的长度, 这样的函
数 f 在 E 上既没有局部极大值也没有局部极小值.

注 定义在紧集上的连续函数必有局部极值. 上述反例说明了非紧集上的连续函数
未必有局部极值, 甚至对于任意给定的非紧集, 都可以在其上构造一个连续的有界函数,
它没有局部极值.

43. 定义域为紧集的没有局部极值的有界函数.
取闭区间 [0, 1] 作为定义域, 这是个紧集, 对于 x ∈ [0, 1], 定义

f(x) =

 (−1)n
n

n+ 1
, x =

m

n
,m 与 n 是互素的整数, 且 n > 0,

0, x 是无理数.

则在 [0, 1] 的每个点的任一邻域内, f 的值能够任意逼近数 1 与 −1, 却总是介于二者

之间.
44. 有无穷多个局部极大值而无局部极小值的函数.
设

f(x) = −x, −1 6 x < 1.

对任意 x ∈ R1, 令 f(x + 2) = 2f(x), 则 f 是 R1 上的实值函数, 它有无穷多个局部极
大值而无局部极小值.

注 Posey 和 Vaughan[65] 构造了一个函数, 它在每个区间中有一个真正局部极
大值.

45. 处处取得局部极小值的非常值函数.
设 C 是 [0, 1] 中的 Cantor 集, 令

f(x) =

{
1, x ∈ [0, 1]\C,
0, x ∈ C.

则函数 f 具有所需的性质.
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注 若 f 是区间 [a, b] 上的连续函数, 且在 [a, b] 上处处取得局部极值, 则 f 必为

常值函数 (参看本章问题 43). 上述反例说明了在这个命题中, 函数为连续的条件不可
去掉.

46. 具有介值性质的间断函数.
在闭区间

[
0, 12

]
上如下定义函数:

f(x) =



1, x =
1

2n
, n 为奇数,

0, x = 0 或 x =
1

2n
, n 为偶数,

线性,
1

2n+1
6 x 6 1

2n
, n = 1, 2, · · · .

易见, f 在 x = 0 不连续, 但 f 却具有介值性质. 即, 如果 M 是介于数 f(0) = 0 和

f
(
1
2

)
= 1 之间的任意数, 那么在开区间

(
0, 12

)
内至少可以找到一点 ζ, 使得 f(ζ) =M.

注 可以证明, 闭区间上的连续函数具有介值性质. 上述反例说明了介值性质绝不
是连续函数的特征, 对于不连续函数, 也有可能发生的. Lebesgue 甚至构造了一个定义
在半开区间 [0, 1) 上而取值于 [0, 1] 中的无处连续函数, 它在每个任意小的子区间上都
取尽 [0, 1] 中的一切值 (参看 [9]).

47. 两个具有介值性质的函数, 其和却没有介值性质.
令

F (x) =


x2 sin

(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0,

G(x) =


x2 cos

(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

此时

F ′(x) =

2x sin
(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0,

G′(x) =

2x cos
(
1

x

)
+ sin

(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

再令 f(x) = (F ′(x))2, g(x) = (G′(x))2, 则 f 与 g 都具有介值性质, 因为 F ′ 与 G′ 都具

有这个性质. 但是, 由于

(f + g)(x) =

{
4x2 + 1, x ̸= 0,

0, x = 0,
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所以 f + g 在包含点 0 的任何区间内都不具有介值性质.
48. 一个在集 A 与 B 上均连续的函数, 它在 A ∪B 上并不连续.
若 f 在集 E 上连续, 且 A ⊂ E,则 f 在 A上显然也连续. 但是, 若 f 在 A,B 上连

续, 则 f 在 E = A∪B 上未必连续. 例如, 设 A 为 R1 中的全体有理数, B = R1\A. 令

f(x) =

{
1, x ∈ A,

0, x ∈ B.

则 f 在 A 和 B 上均连续. 但 f 在 R1 上无处连续.
49. 存在若干个半连续函数, 其和是一个无处半连续的函数.
在以下各函数的定义中都假定 p 与 q 是互素的整数且 q > 0. 我们在 R1 上如下定

义函数:

f(x) =



4

q
, x =

p

q
, q 为奇数,

−2− 4

q
, x =

p

q
, q 为偶数,

−2, x 为无理数,

g(x) =


−1− 1

q
, x =

p

q
, q 为奇数,

1 +
1

q
, x =

p

q
, q 为偶数,

−1, x 为无理数,

h(x) =


−1− 1

q
, x =

p

q
, q 为奇数,

3 +
1

q
, x =

p

q
, q 为偶数,

3, x 为无理数.

那么, f, g 和 h 各自都是处处半连续的, 而它们的和

f(x) + g(x) + h(x) =


−2 +

2

q
, x =

p

q
, q 为奇数,

2− 2

q
, x =

p

q
, q 为偶数,

0, x 为无理数

是一个无处半连续的函数.
50. 两个半连续函数, 其最小值函数并不半连续.
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在区间 [0,+∞) 上如下定义函数:

f(x) =

 sin
(
1

x

)
, x > 0,

1, x = 0,

g(x) =

{
2, x > 0,

0, x = 0.

则

min{f(x), g(x)} =

 sin
(
1

x

)
, x > 0,

0, x = 0,

易见, 函数 f 在 x = 0 上半连续, g 在 x = 0 下半连续, 但

lim
x→0

min{f(x), g(x)} = 1 > 0 > lim
x→0

min{f(x), g(x)} = −1,

这表示函数 min{f, g} 在 x = 0 既不上半连续也不下半连续.
51. 无处半连续的函数.
在闭区间 [0, 1] 上如下定义函数:

f(x) =

 (−1)n
n

n+ 1
, x =

m

n
,m 和 n 是互素的整数, 且 n > 0,

0, x 为无理数.

则对任意 x0 ∈ [0, 1], 函数 f 在 x0 都不是上半连续的, 这是因为

lim
x→x0

f(x) = 1,

从而不可能有 limx→x0
f(x) 6 f(x0).

同理可证, f 在 x0 也不是下半连续的.
52. 处处不连续而又处处半连续的函数.
函数

f(x) =

{
1, x 为有理数,

0, x 为无理数

是处处不连续的, 但在有理点上, 它是上半连续的, 而在无理点上, 它是下半连续的.
53. 一个收敛的上半连续函数列, 其极限函数并不上半连续.
将有理数排成 r1, r2, · · · , rn, · · · , 并在 R1 上定义函数

fn(x) =

{
1, x ∈ {r1, r2, · · · , rn},
0, x /∈ {r1, r2, · · · , rn}.
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易知, 对每一 n, fn 是 R1 上的上半连续函数. 然而, 极限函数

f(x) =

{
1, x 为有理数,
0, x 为无理数

在 R1 上并不上半连续.
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基本概念和主要结果

在这一章的某些反例中, 导数这个概念允许用到无穷极限的情形:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= +∞,

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= −∞.

然而, 可微函数这个概念仍限于在严格的意义上使用, 即函数在其定义域内各点处具有
有限的导数.

类似地, 可以定义单侧导数 —— 右导数和左导数如下:

f ′(x+ 0) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
,

f ′(x− 0) = lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
.

显然, 要使导数 f ′(x) 存在, 当且仅当 f 在 x 处的右导数和左导数存在而且相等, 因而
它们都等于 f ′(x).

从导数的定义易知, 若 f 在点 x 处可微, 则 f 在 x 处连续. 但这个命题的逆命题
不正确. 在本章的反例 29 中将给出在整个 R1 上连续而在任何点都不可微的函数. 我
们称这种函数为无处可微函数.

为了本章及后面各章的需要, 我们把有关导数的熟知结果陈述如下:
1. 设 f 和 g 是定义在 [a, b] 上的函数, 在 x ∈ [a, b] 处可微, 则 f + g, fg, f/g (于 x

的某邻域中 g ̸= 0) 都在 x 处可微, 且
(i) (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x);

(ii) (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

(iii)
(
f

g

)′

(x) =
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.
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2. Fermat 定理 设 f 定义在 [a, b] 上, 若 f 在 x ∈ (a, b) 处有局部极值且 f ′(x)

存在, 则 f ′(x) = 0.

3. Rolle 定理 设 f 是定义在闭区间 [a, b] 上的实值函数, 如果: (i) f 在 [a, b]

上连续, (ii) f 在开区间 (a, b) 内可微, (iii) f(a) = f(b), 那么存在点 ζ ∈ (a, b), 使

f ′(ζ) = 0.

4. Lagrange 中值定理, 亦称微分中值定理 若 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 在开区
间 (a, b) 内可微, 则存在点 ζ ∈ (a, b), 使

f ′(ζ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

5. Cauchy 定理 设 f, g 在闭区间 [a, b] 上连续, 在开区间 (a, b) 内可微, 且
g′(x) ̸= 0, 则存在点 ζ ∈ (a, b), 使

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ζ)

g′(ζ)
.

6. 设 f 在 (a, b) 上可微, 若对所有的 x ∈ (a, b),

(i) f ′(x) > 0, 则 f 在 (a, b) 上递增;
(ii) f ′(x) ≡ 0, 则 f 为常值函数;
(iii) f ′(x) 6 0, 则 f 在 (a, b) 上递减.
7. L’Hospital 法则 设函数 f, g 在点 c 的某邻域内可微, f(c) = g(c) = 0, 则

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim
x→c

f ′(x)

g′(x)
,

如果右边的极限存在 (有限实数).
8. “链式法则” 若函数 g 在点 c 可微而 f 在点 g(c) 可微, 则复合函数 φ = f ◦ g

在点 c 可微, 并且
φ′(c) = f ′[g(c)] · g′(c).

9. 设 f 在 x0 的某一邻域 (x0 − η, x0 + η) 上可微. 如果
(i) 当 x ∈ (x0, x0 + η) 时, f ′(x) < 0, 而当 x ∈ (x0 − η, x0) 时, f ′(x) > 0, 则 f 在

x0 点取得局部极大值 f(x0).

(ii) 当 x ∈ (x0, x0 + η) 时, f ′(x) > 0, 而当 x ∈ (x0 − η, x0) 时, f ′(x) < 0, 则 f 在

x0 点取得局部极小值 f(x0).

若在某区间上 f 有导数 f ′, 而 f ′ 也可微, 则记 f ′ 的导数为 f ′′, 并称 f ′′ 为 f 的

二阶导数. 如此继续, 得函数

f, f ′, f ′′, f (3), · · · , f (n), · · · ,
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其中每个函数都是它前面一个函数的导函数.
函数 f 称为无穷可微的, 如果在其定义域的各点处, f 有各阶有限的导数.
10. 设 f ′(x0) = 0, f ′′(x0) 存在且有限.
(i) 若 f ′′(x0) > 0, 则 f 在点 x0 取得局部极小值 f(x0).

(ii) 若 f ′′(x0) < 0, 则 f 在点 x0 取得局部极大值 f(x0).

11. Taylor 定理 设 f 是 [a, b] 上的实值函数, n 是正整数, f (n−1) 在 [a, b] 上连

续, 对任意 t ∈ [a, b], f (n)(t) 存在且有限. 再设 α, β 是 [a, b] 的不同点, 令

p(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(α)

k!
(t− α)k,

则存在点 x ∈ (α, β), 使

f(β) = p(β) +
f (n)(x)

n!
(β − α)n.

12. Leibniz 定理 设 n 是正整数, 函数 f 与 g 在点 c 处有 n 阶有限导数, 则函
数 F = fg 在点 c 处也有 n 阶有限导数, 且

F (n)(c) =

n∑
j=0

(
n

j

)
f (j)(c)g(n−j)(c).

在这一章的某些问题和反例中, 还要涉及无穷级数的收敛, 绝对收敛和一致收敛,
以及一致收敛的 Weierstrass 判别法等基本概念和定理.

问 题

1. 证明: 如果 f 是 (a, b) 上的凸函数, 且在 (a, b) 上可微, 那么对任意 x1, x2 ∈
(a, b), x1 < x2, 都有 f ′(x1) 6 f ′(x2).

证 设 x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2. 对任意 x ∈ (x1, x2), 有

x =
x2 − x

x2 − x1
x1 +

x− x1
x2 − x1

x2.

因 f 是凸函数, 故
f(x) 6 x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2),

即

(x2 − x1)f(x) 6 (x2 − x)f(x1) + (x− x1)f(x2),

f(x)− f(x1)

x− x1
6 f(x2)− f(x)

x2 − x
.
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在上式中令 x→ x1 + 0, 则有

f ′(x1) 6
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

若令 x→ x2 − 0, 则有
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6 f ′(x2).

因此, f ′(x1) 6 f ′(x2).

2. 证明: 函数

f(x) =

x2
∣∣∣cos π

x

∣∣∣ , x ̸= 0,

0, x = 0

在点 x = 0 的任何邻域内有不可微的点, 但在 x = 0 这点是可微的.

证 因 limx→0
f(x)−f(0)

x = limx→0 x
∣∣cos πx ∣∣ = 0, 故 f ′(0) = 0, 即 f 在 x = 0 处是

可微的.
兹证, 对于 x = 0 的任何邻域 (−δ, δ) (δ > 0) 内, f 总有不可微的点. 事实上, 令

xn =
1

n+
1

2

,

则当 n 充分大时, xn ∈ (−δ, δ). 对于这样的点 xn, 有

f ′−(x2n) = π, f ′+(x2n) = −π.

故

f ′−(x2n) ̸= f ′+(x2n).

同理可得

f ′−(x2n+1) ̸= f ′+(x2n+1).

因此, f 在点 xn 处不可微.

3. 设函数 f 在 (−∞,+∞) 上有二阶连续导数, f(0) = 0. 证明: 由

g(0) = f ′(0), g(x) =
f(x)

x
(x ̸= 0)

定义的函数 g 在 (−∞,+∞) 上有连续导数.

证 对 x ̸= 0,

g(x) =
f(x)

x
= f ′(θx),

这里 0 < θ < 1. 因 f ′ 连续, 故得到

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

f ′(θx) = f ′(0) = g(0).
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这样, g 在 x = 0 连续, 从而在所有的点都连续. 由 L’Hospital 法则, 得到

g′(0) = lim
x→0

g(x)− g(0)

x
= lim
x→0

f(x)− xf ′(0)

x2

= lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

2x
=
f ′′(0)

2
,

因此, g 在 x = 0 可微, 从而处处可微. 对 x ̸= 0, 有

g′(x) =
xf ′(x)− f(x)

x2
.

再由 L’Hospital 法则, 得
lim
x→0

g′(x) =
f ′′(0)

2
.

因此, g′ 在 x = 0 连续. g′ 在其他点的连续性是明显的.

4. 设 f 是定义在区间 I 上的实值函数. 证明: f 在 x0 ∈ I 可微的充要条件是, 存
在 I 上的函数 F, 它在 x0 连续, 且对任意 x ∈ I, 有

f(x)− f(x0) = F (x)(x− x0). (1)

证 必要性: 若 f 在 x0 可微, 则

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) + ε(x)(x− x0)

= [f ′(x0) + ε(x)](x− x0),

其中 limx→x0 ε(x) = 0. 令

F (x) =

{
f ′(x0) + ε(x), x ̸= x0,

f ′(x0), x = x0.

显然, F 在 x0 连续, 且符合要求 (1).
充分性: 设存在 I 上的函数 F, 它在 x0 连续且满足 (1), 即有

f(x)− f(x0) = F (x)(x− x0)

= F (x0)(x− x0) + [F (x)− F (x0)](x− x0).

令

ε(x) =

{
F (x)− F (x0), x ̸= x0,

0, x = x0,

则 limx→x0 ε(x) = 0, 且

f(x)− f(x0) = F (x0)(x− x0) + ε(x)(x− x0),

故 f 在 x0 可微.
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注 问题 4 显然是可微定义的另一种表示形式: 而且可知 F (x0) = f ′(x0).

5. 设 f 在 (a,+∞) 上可微, 且 limx→+∞ f ′(x) = 0. 证明

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0.

证 因 limx→+∞ f ′(x) = 0, 故对任意 ε > 0, 存在 M > a, 使当 x > M 时, 有

|f ′(x)| < ε

2
.

又
f(x)− f(M)

x−M
= f ′(ζ) (M < ζ < x),

故当 x > M 时, 有
|f(x)− f(M)|

x−M
= f ′(ζ) <

ε

2
.

因此

|f(x)− f(M)| < ε(x−M)

2
,

|f(x)| < |f(M)|+ ε(x−M)

2
,

从而
|f(x)|
x

<
|f(M)|
x

+
ε

2
· x−M

x
(x > M).

固定 M, 则有 x0 > M, 当 x > x0 时,

|f(M)|
x

<
ε

2
.

于是, 当 x > x0 时,
|f(x)|
x

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

即

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0.

6. (i) 设 f 于有界区间 (a, b) 内可微.
(a) 由 limx→a+0 f(x) = ∞ 可否推出 limx→a+0 f

′(x) = ∞?

(b) 由 limx→a+0 f
′(x) = ∞ 可否推出 limx→a+0 f(x) = ∞?

(ii) 设 f 于 (a,+∞) 内可微.
(a) 由 limx→+∞ f(x) 存在可否有 limx→+∞ f ′(x) 存在?
(b) 由 limx→+∞ f ′(x) 存在, 可否有 limx→+∞ f(x) 存在?



问 题 109

解 (i) (a) 一般说来, 不能保证 limx→a+0 f
′(x) = ∞. 例如, 在

(
0, π2

)
上定义函数

f(x) =
1

x
+ cos 1

x
.

显然有 limx→0+ f(x) = ∞. 但是,

f ′(x) = − 1

x2
+

1

x2
sin 1

x
,

对于 xn = 1
2nπ+π

2
(n = 1, 2, · · · ), 有 f ′(xn) = 0, 因而 limx→0+ f

′(x) = ∞ 不成立.
(b) 未必成立. 例如, 函数 f(x) = 3

√
x 在 (0, 1) 上可微, 且 f ′(x) = 1

3· 3√
x2
, 故

lim
x→0+

f ′(x) = +∞.

然而 limx→0+ f(x) = limx→0+
3
√
x = 0.

(ii) (a) 不能. 例如, 函数 f(x) = sin x2

x 在 (0,+∞) 上可微, 且

f ′(x) = 2 cosx2 − sinx2
x2

,

故 limx→+∞ f ′(x) 不存在. 然而 limx→+∞ f(x) = 0.

(b) 不能. 例如, 函数 f(x) = cos(lnx) 在 (0,+∞) 上有界且可微, 其导数为

f ′(x) = − sin(lnx)
x

,

故

lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

然而 limx→+∞ f(x) 不存在.

7. 设 f 在有界区间 (a, b) 内可微. 证明: 若 f 在 (a, b) 上无界, 则 f ′ 在 (a, b) 上

亦必无界, 其逆不真.

证 (反证法) 设存在常数 M, 使 |f ′(x)| 6 M (a < x < b). 取定 c ∈ (a, b), 则对任

意 x ∈ (a, b), 有

|f(x)− f(c)| = |f ′(ζ)||x− c| 6M(b− a),

其中 ζ 在 c 与 x 之间, 从而 ζ ∈ (a, b). 因

|f(x)− f(c)| > |f(x)| − |f(c)|,

故

|f(x)| 6 |f(c)|+M(b− a),

这与 f 在 (a, b) 上无界的条件发生矛盾. 因此, f ′ 在 (a, b) 上必定是无界的.
逆命题不真. 例如, 设 f(x) =

√
x (0 < x < 1), 则 f 在 (0, 1) 内可微且有界, 但其

导函数却是无界的.
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注 无界区间上的无界函数的导函数未必无界. 例如, 函数 f(x) = lnx 在 (1,+∞)

上无界, 但 f ′(x) = 1
x 在 (1,+∞) 却是有界的.

8. 设 f 在 (a,+∞) 上可微, 且

lim
x→+∞

f ′(x) = L > 0.

证明

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

证 因 limx→+∞ f ′(x) = L > 0, 故存在正数 A, 当 x > A 时, f ′(x) > L
2 . 由微分中

值定理, 当 x2 > x1 > A 时有等式

f(x2) = f(x1) + f ′(ζ)(x2 − x1), x1 < ζ < x2,

故

f(x2) > f(x1) +
L

2
(x2 − x1).

固定 x1, 当 x2 → +∞ 时 L
2 (x2 − x1) → +∞, 故

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

9. 设 f 在 (a,+∞) 上可微, 且 limx→+∞ f(x) 与 limx→+∞ f ′(x) 均存在. 证明
limx→+∞ f ′(x) = 0.

证 令 limx→+∞ f ′(x) = A, 则存在 x0 > a, 当 x > x0 时有

|f ′(x)| > |A|
2
.

在 [x0, x] 上应用微分中值定理,∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ = |f ′(ζ)| > |A|
2
, x0 < ζ < x.

因 limx→+∞ f(x) 存在, 故

lim
x→+∞

f(x)− f(x0)

x− x0
= 0,

从而 A = 0.

10. 设 f 在 [a,+∞) 上连续, 并在使 f(x) = 0 的点 x 处可微, 且 f ′(x) ̸= 0. 证明:
若 xn (n = 1, 2, · · · ) 是 f 的不同的零点, 即 f(xn) = 0 (n = 1, 2, · · · ), 则

lim
n→∞

xn = +∞.
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证 令

M = {x ∈ [a,+∞) : f(x) = 0}.

我们要证明, 对任意 {xn} ⊂M, 都有

lim
n→∞

xn = +∞.

假如不然, 即存在数列 {xn} ⊂ M 及实数 b > a, 使 {xn} 中有子列 {xnk
} ⊂ [a, b].

于是, {xnk
} 中有收敛子列, 不妨设

lim
k→∞

xnk
= x0 ∈ [a,+∞).

据 f 的连续性, 有
0 = lim

k→∞
f(xnk

) = f(x0),

即 x0 ∈ M. 但依题设, f ′(x0) 存在且 |f ′(x0)| > 0, 故据导数的定义, 存在 δ > 0, 使当

0 < |x− x0| < δ 时, ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ f(x)x− x0

∣∣∣∣ > 0,

即当 0 < |x−x0| < δ时 |f(x)| > 0.这与 f(xnk
) = 0 (k = 1, 2, · · · )且 limk→∞ xnk

= x0

矛盾.

11. 设函数 f 在 (−∞,+∞) 上连续, 且对任意 x ∈ (−∞,+∞), 都有

lim
h→0+

f(x+ 2h)− f(x+ h)

h
= 0.

证明: (i) f 的右导数处处存在. (ii) f 必为常值函数.

证 (i) 因为 limh→0+
f(x+2h)−f(x+h)

h = 0, 所以对任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当

0 < h < δ 时 ∣∣∣∣∣∣∣∣
f(x+ h)− f

(
x+

1

2
h

)
h

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣∣∣∣
f

(
x+

1

2
h

)
− f

(
x+

1

4
h

)
h

4

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

· · · · · · ,∣∣∣∣∣∣∣∣
f

(
x+

h

2k

)
− f

(
x+

1

2k+1
h

)
h

2k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

· · · · · · .
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又因为 f 在 (−∞,+∞) 上连续, 所以有

f(x+ h)− f(x) =
∞∑
k=0

[
f

(
x+

1

2k
h

)
− f

(
x+

1

2k+1
h

)]
,

|f(x+ h)− f(x)| 6
∞∑
k=0

∣∣∣∣f (x+
1

2k
h

)
− f

(
x+

1

2k+1
h

)∣∣∣∣
6

∞∑
k=0

1

2k+1
hε = hε,

从而 ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ < ε,

即

f ′(x+ 0) = 0.

(ii) 因 limh→0+
f(x+h)−f(x)

h = 0, 故对任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 0 < h < δ 时有

|f(x+ h)− f(x)| < εh.

对于任意 a, b ∈ (−∞,+∞), 我们证明 f(a) = f(b). 为此, 取一个充分大的正整数 n0,

使得 b−a
n0

< δ (不妨设 a < b), 则

|f(a)− f(b)| 6
∣∣∣∣f(a)− f

(
a+

b− a

n0

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f (a+ b− a

n0

)
− f

(
a+ 2

b− a

n0

)∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣f (a+ (n0 − 1)
b− a

n0

)
− f(b)

∣∣∣∣
6 b− a

n0
ε+

b− a

n0
ε+ · · ·+ b− a

n0
ε = (b− a)ε.

由 ε 的任意性知 f(a) = f(b). 又由 a, b 的任意性可知 f 必为常值函数.

12. 设 f 在 [a, b] 上连续, 且 f(a) = f(b) = 0, f ′(a)f ′(b) > 0. 证明存在 c ∈ (a, b),

使 f(c) = 0.

证 不妨设 f ′(a) > 0, f ′(b) > 0, 于是

lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a) > 0,

故存在 δ1 > 0, 使当 x1 ∈ (a, a+ δ1) 时

f(x1)− f(a)

x1 − a
> 0.
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由 x1 − a > 0 得 f(x1) > f(a) = 0. 又因为

lim
x→b−0

f(x)− f(b)

x− b
= f ′(b) > 0,

故存在 δ2 > 0, 使当 x2 ∈ (b− δ2, b) 时

f(x2)− f(b)

x2 − b
> 0,

从而有 f(x2) < f(b) = 0.

取 δ1, δ2 足够小, 使 a+ δ1 < b− δ2. 因 f 在 [x1, x2] 上连续, 故由连续函数介值定
理, 存在 c, a < x1 < c < x2 < b, 使 f(c) = 0.

13. 已知 f 在 [0, 1] 上可微, f(0) = 0, f(1) = 1, k1, k2, · · · , kn 为 n 个正数. 证明:
在 [0, 1] 内存在一组互不相等的数 x1, x2, · · · , xn, 使得

n∑
i=1

ki
f ′(xi)

=
n∑
i=1

ki.

证 令 ki∑n
i=1 ki

= ηi, 则 0 < ηi < 1 (i = 1, 2, · · · , n), 且
∑n
i=1 ηi = 1.

因 f 在 [0, 1] 上连续, 且 f(0) = 0, f(1) = 1, 故 f 必可取到 f(0) 与 f(1) 之间的一

切值. 现以点 y = η1, η1 + η2, · · · , η1 + η2 + · · ·+ ηn−1 来分割区间 [f(0), f(1)], 则在 x

轴上必有 ui 使

f(ui) = η1 + η2 + · · ·+ ηi (i = 1, 2, · · · , n− 1).

若 ui 不止一个, 可取最大者作为 ui. 这样, ui 必将 [0, 1] 分割成 n 个子区间

[ui−1, ui] (i = 1, 2, · · · , n), 且 f(ui)− f(ui−1) = ηi. 据微分中值定理,

f(ui)− f(ui−1) = f ′(xi)(ui − ui−1).

注意到 f ′(xi) ̸= 0 (否则将有 ηi = 0, 这与 0 < ηi < 1 矛盾), 故 ηi
f ′(xi)

= ui−ui−1. 因此

n∑
i=1

ηi
f ′(xi)

=
n∑
i=1

(ui − ui−1) = 1 (注意 u0 = 0, un = 1),

即

n∑
i=1

ki
n∑
i=1

ki

f ′(xi)
= 1,

从而得到
n∑
i=1

ki
f ′(xi)

=
n∑
i=1

ki.

由于 [ui−1, ui](i = 1, 2, · · · , n) 互不相同, 故 xi 也互不相同.
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14. 给定实数 a0, 令

a1 = sin a0, a2 = sin a1, · · · , an+1 = sin an, · · · .

证明数列 {na2n} 收敛, 并求出其极限 ([22], 1975, p. 83).

证 可以证明, limn→∞ an = 0 (参看第二章问题 3).
对任一 a0 ̸= kπ (k 为整数), 有

lim
n→∞

(
1

a2n+1

− 1

a2n

)
= lim

n→∞

a2n − sin2 an
a2n sin2 an

= lim
x→0

x2 − sin2 x

x2 sin2 x
=

1

3
,

从而

1

3
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

(
1

a2k
− 1

a2k−1

)
= lim
n→∞

1

n

(
1

a2n
− 1

a20

)
= lim
n→∞

1

na2n
.

因此,
lim
n→∞

na2n = 3 (a0 ̸= kπ).

若 a0 = kπ, 则 limn→∞ na2n = 0.

15. 设函数 f 在有界闭区间 [a, b] 上连续, g 可微, g(a) = 0, λ ̸= 0 为常数. 证明:
若

|g(x)f(x) + λg′(x)| 6 |g(x)|,

则 g ≡ 0 ([22], 1968, p. 417–418).

证 (反证法) 若 g ≡/ 0, 则存在子区间 (c, d) ⊂ (a, b), 使 g 在 (c, d) 上不为零, 而且
g(c) = 0. 于是, 在 (c, d) 上有 ∣∣∣∣f(x) + λg′(x)

g(x)

∣∣∣∣ 6 1.

令 h(x) = ln |g(x)|, 则

|f(x) + λh′(x)| 6 1. (1)

但 limx→c h(x) = −∞, 而 (c, d) 是有界区间, 可见 h′ 在 (c, d) 上是无界的 (参看本章问
题 7). 由 (1) 可知, 它与 f 在 [a, b] 上连续从而在 (c, d) 上有界的性质发生矛盾.

16. (Rolle 定理) 设 f 是闭区间 [a, b] 上的连续函数并且在开区间 (a, b) 内可微.
若 f(a) = f(b) = 0, 则存在 c ∈ (a, b) 使得

f ′(c) = 0.
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Rolle 定理是微分学中最基本、最重要的定理之一, 其应用颇广. 关于 Rolle 定理
的证明在许多数学分析教程中大多千篇一律, 多年不变. 这里介绍的两个新证明分别属
于 Abian[20] 和 Samelson[70]. 第一个证明是构造性的, 即证明本身不仅仅是论证了满足
定理结论中 f ′(c) = 0 的 c 的存在性, 而且还给出了寻求它的实际计算途径. 而第二个
证明则是纯粹的存在性证明. 这两个证明各有特色, 而又都富于启发性.

证法 1 记

a0 = a, b0 = b, m0 =
b0 + a0

2
, p0 =

m0 + a0
2

, q0 =
b0 +m0

2
.

我们不妨设 f(m0) > 0 (相反的情形留给读者). 从 m0, p0, q0 这三个数中选一个出来记

为 m1 使得

f(m1) = max{f(m0), f(p0), f(q0)}

(当这三个函数值中有两个以至三个值相等时, 我们在选取 m1 时按照 m0, p0, q0 的排

列次序左边的优先当选). 并令

a1 = m1 −
b0 − a0

4
, b1 = m1 +

b0 − a0
4

, p1 =
m1 + a1

2
, q1 =

b1 +m1

2
.

从 m1, p1, q1 这三个数中又选一个出来记为 m2 使得

f(m2) = max{f(m1), f(p1), f(q1)}

(特殊情况下的选取规则同上). 并令

a2 = m2 −
b1 − a1

4
, b2 = m2 +

b1 − a1
4

, p2 =
m2 + a2

2
, q2 =

b2 +m2

2
.

如此继续下去, 得到一列闭区间

[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ,

并显然满足

f(mi) > f(ai), f(mi) > f(bi). (1)

因此存在 c ∈ [a, b] 使得

lim
i→∞

ai = lim
i→∞

bi = lim
i→∞

mi = c (ai 6 c 6 bi).

据 f 的连续性, 有

lim
i→∞

f(ai) = lim
i→∞

f(bi) = lim
i→∞

f(mi) = f(c).

不难看出, c ∈ (a, b). 事实上, 如果有某个 f(mi) > 0, 显然 f(c) > 0, 故 c ̸= a, b. 如

果 f(mi) = 0 (i = 0, 1, 2, · · · ), 则由区间 [ai, bi] 的做法可知 c = m0.
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由 (1) 式得到
f(c)− f(ai)

c− ai
> 0,

f(bi)− f(c)

bi − c
6 0. (2)

令 i→ ∞, 由 (2) 得 f ′(c) = 0 (c ∈ (a, b)).

证法 2 这种证明基于下面两个事实:
(a) 如果 f 在闭区间 [c, d] 上连续并且 f(c) = f(d), 那么存在 α, β ∈ [c, d] 满足

β − α = d−c
2 及 f(α) = f(β). 事实上, 可以考虑

g(x) = f

(
x+

d− c

2

)
− f(x).

显然 g
(
c+d
2

)
= −g(c). 于是应用介值定理得知结论成立.

(b) 如果 f 在某内点 x 处可微, 那么对于任意两个数列 {αn}, {βn} 满足 αn 6 x 6
βn, αn → x, βn → x (n → ∞), 差商 f(βn)−f(αn)

βn−αn
当 n → ∞ 时收敛于 f ′(x) (证明基于

下列事实: 当 αn < x < βn 时, 上述差商介于 f(βn)−f(x)
βn−x 与 f(x)−f(αn)

x−αn
之间).

现在转向 Rolle定理的证明: 重复应用 (a),我们得出 [a, b]的子区间列 [αn, βn] (n =

0, 1, 2, · · · ) 满足: (i) βn − αn = 1
2n (b − a), (ii) f(αn) = f(βn), (iii) [αn+1, βn+1] ⊂

[αn, βn] (n = 0, 1, 2, · · · ; [α0, β0] ≡ [a, b]). 这里需要特别说明一下选取 [α2, β2] 时应注

意的规则: 假如已确定 [α1, β1] =
[
a, a+b2

] (
f(a) = f

(
a+b
2

))
. 如果 f

(
3a+b
4

)
, f
(
a+3b
4

)
之一又恰巧等于 f(a) 时, 我们规定选取

[
3a+b

4 , a+b2
]
或者

[
a+b
2 , a+3b

4

]
为 [α2, β2]. 这

样, 显然 {αn} 与 {βn} 有相同的极限 c (αn 6 c 6 βn), 并且 c ̸= a, b. 应用 (b) 易知
f ′(c) = 0 (a < c < b).

注 Abian 和 Samelson 给出的 Rolle 定理的新证明是利用了闭区间套定理. 1981
年, 朱永庚 [3] 利用有限覆盖定理证明了 Rolle 定理. 1987 年, 冯平道 [1] 利用 Dedekind
分割定理证明了 Rolle 定理. 读者如有兴趣, 可参看他们的原文.

17. 设 f 在有界或无界区间 (a, b) 上可微, 且 limx→a+0 f(x) = limx→b−0 f(x). 证

明存在 c ∈ (a, b), 使

f ′(c) = 0.

证 先设 (a, b) 有界且

lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x) = k.

令

F (x) =

{
f(x), x ∈ (a, b),

k, x = a 或 x = b,

则 F 在闭区间 [a, b] 上连续, 在开区间 (a, b) 内可微, 且 F (a) = F (b). 由 Rolle 定理,
存在 c ∈ (a, b) 而有 F ′(c) = 0. 即 f ′(c) = 0.
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次设 (a, b) 为无界区间且 k 为有限数, 则对充分小的 ε > 0, 直线 y = k + ε 或

y = k− ε 与曲线 y = f(x) 至少有两个交点. 设交点的横坐标为 c1, c2(c1 < c2), 则在闭

区间 [c1, c2] 上, f 满足 Rolle 定理的条件, 故存在 c ∈ (c1, c2) ⊂ (a, b) 使 f ′(c) = 0.

最后, 设 limx→a+0 f(x) = limx→b−0 f(x) = +∞, 此时无论 (a, b) 是否有界, 方程
f(x) = A (A 为固定的充分大的正数) 总有两个不同的实根, 记为 α1, α2. 将 Rolle 定理
应用于 [α1, α2] 上, 则存在 c ∈ (α1, α2) ⊂ (a, b) 而有 f ′(c) = 0.

同理可证, 当 limx→a+0 f(x) = limx→b−0 f(x) = −∞ 时, 也存在 c ∈ (a, b) 而有

f ′(c) = 0.

18. (微分学基本定理) 设 f 在 [a, b] 上可微. 若对每一 x ∈ [a, b], f ′(x) = 0, 则 f

必为常值函数.

证 我们这里介绍的一种初等证明属于 Richmond[69].
设 f ′ ≡ 0 而 f 为非常值函数, 则存在 u, v ∈ [a, b], u < v, 使得 f(u) ̸= f(v). 于是,

连接 (u, f(u)) 与 (v, f(v)) 的弦有异于零的斜率. 因此

f(v)− f(u) = c(v − u) 或 ∆f = c∆x (c ̸= 0). (1)

假定 c > 0, 平分 [u, v] 并设分点为 w. 若

f(v)− f(w) < c(v − w),

且

f(w)− f(u) < c(w − u),

则

f(v)− f(u) < c(v − u).

这与 (1) 矛盾. 因此, [u,w] 中或 [w, v] 中至少有一个使 ∆f
∆x > c, 记此区间为 [u1, v1]. 仿

照上述程序, 我们可以做出闭区间套列 [un, vn] (n = 1, 2, · · · ), 使在这些区间上都有

∆f

∆x
> c.

设 limn→∞ un = limn→∞ vn = x ∈ [u, v]. 若 c > 0, 则

lim
n→∞

f(vn)− f(un)

vn − un
= lim
n→∞

∆f

∆x
= f ′(x) > 0,

这与 f ′(x) = 0 矛盾. 同理可证, c < 0 不成立. 因此, c = 0, 从而 f(v) = f(u), 但这又

与反证法的假设矛盾. 证毕.

注 同样可证, 若在 [a, b] 上 f ′(x) > 0, 则当 v > u 时 f(v) > f(u); 若 f ′(x) 6 0,

则当 v > u 时 f(v) 6 f(u).
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微分学基本定理还可推广: 若 m 6 f ′(x) 6M (a 6 x 6 b), 则

m(v − u) 6 f(v)− f(u) 6M(v − u).

这只要在证明过程中分别把 c > 0 代以 c > M 和 c < 0 代以 c < m 即可.

19. 设 f 在闭区间 [a, b] 上可微, f ′ 连续、递减且 f ′(b) > 0. 证明: (i) bn =

f−1[f(bn−1) − f ′(bn−1)(bn−1 − a)] 存在且满足 a < bn < bn−1 (n = 1, 2, · · · ; b0 = b).

(ii) 数列 {f(bn)} 收敛于 f(a).

证 (i) 据微分中值定理, 存在 ζ, a < ζ < b, 使得

f(a) = f(b)− f ′(ζ)(b− a).

由于 f ′ 递减且 f ′(b) > 0, 故

f(a) < f(b)− f ′(b)(b− a) < f(b).

由题设可知 f 在 [a, b] 上递增且连续, 故 f−1 在 [f(a), f(b)] 上存在且也是递增的连续

函数. 于是, b1 = f−1[f(b)− f ′(b)(b− a)] 存在且满足 a < b1 < b.

现设 bn 存在且满足 a < bn < bn−1. 如同前面一样, 在 [a, bn] 上应用微分中值定

理, 有
f(a) < f(bn)− f ′(bn)(bn − a) < f(bn).

因此, 数 bn+1 = f−1[f(bn)− f ′(bn)(bn − a)] 存在且满足 a < bn+1 < bn.

(ii) 数列 {bn} 递减且有下界 a, 故 limn→∞ bn 存在. 令 limn→∞ bn = x0, 则

a 6 x0 < b. 因

f(bn) = f(bn−1)− f ′(bn−1)(bn−1 − a),

故由 f 及 f ′ 在 x0 的连续性可知

f(x0) = f(x0)− f ′(x0)(x0 − a).

于是 x0 = a 且 limn→∞ f(bn) = f(a). 因数列 {bn} 是递减的, 故数列 {f(bn)} 也是递
减的.

注 若 f ′ 在 [a, b] 上连续且递增, f ′(a) > 0, 则 {f(an)} 递增且趋于 f(b), 这里

an = f−1[f(an−1) + f ′(an−1)(b− an−1)].

这个问题是由 Evans[40] 得到的.

20. (导数的介值定理) 若 f 在 [a, b] 上可微, 且 f ′(a) ̸= f ′(b), 则对于 f ′(a) 与

f ′(b) 之间的任一数 µ, 必有一点 c ∈ (a, b), 使 f ′(c) = µ.

赵根榕和熊必 [16] 给出了导数的介值定理的几种证明, 兹介绍如下:
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证法 1 不妨设 f ′(a) < µ < f ′(b).

做一辅助函数 φ(x) = f(x) − µx, x ∈ [a, b]. 因 f 在 [a, b] 上可微, 故 φ 也在 [a, b]

上可微, 由于 φ 在 [a, b] 上连续, 故在 [a, b] 上能达到最小值. 设 φ(ζ) 是 φ(x) 在 [a, b]

上的最小值.
若 ζ ∈ (a, b), 因 φ 在 [a, b] 上可微, 故 φ′(ζ) = f ′(ζ)− µ = 0, 即 f ′(ζ) = µ.

若 ζ = a或 b,即 φ(a)或 φ(b)是 φ(x)在 [a, b]上的最小值. 即对 x ∈ [a, b], φ(a) 6
φ(x) 或 φ(b) 6 φ(x). 但这是不可能的, 理由如下: 若对 x ∈ [a, b], φ(a) 6 φ(x), 则有

φ(x)− φ(a)

x− a
> 0, lim

x→a+0

φ(x)− φ(a)

x− a
= φ′(a) > 0.

而 φ′(a) = f ′(a)− µ > 0, 即 f ′(a) > µ. 这和 f ′(a) < µ 矛盾. 因此 ζ 不可能是 a. 同理

ζ 不可能是 b.

因此, ζ 只能在 (a, b) 内, 问题得到证明.

证法 2 做函数

g(x) =


f(x)− f(a)

x− a
, a < x 6 b,

f ′(a), x = a.

由于 f 在 a 处可微,
lim

x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a).

故 g 在 [a, b] 上连续. 由连续函数的介值定理知, 对 g(b) 和 f ′(a) 之间的任何值 µ1, 必

存在 ζ ∈ (a, b) 使 g(ζ) = µ1.

又由微分中值定理,

g(ζ) =
f(ζ)− f(a)

ζ − a
= f ′(c1), a < c1 < ζ,

故存在 c1 ∈ (a, b), 使 f ′(c1) = µ1.

同理做函数

h(x) =


f(b)− f(x)

b− x
, a 6 x < b,

f ′(b), x = b.

h 在 [a, b] 上连续, 由连续函数介值定理, 对 h(a) 和 f ′(b) 之间的任意值 µ2, 必存在

η ∈ (a, b) 而有 h(η) = µ2. 由微分中值定理, 存在 c2 ∈ (a, b), 使 f ′(c2) = µ2.
因为 g(b) = h(a), f ′(a) ̸= f ′(b), 故对于 f ′(a) 和 f ′(b) 之间的任一数, 或属于 f ′(a)

和 g(b) 之间, 或属于 f ′(b) 和 h(a) = g(b) 之间, 或等于 g(b). 前二情况已证明存在一点

c =

{
c1, 若 µ 在 f ′(a) 和 g(b) 之间,

c2, 若 µ 在 f ′(b) 和 g(b) 之间,
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使得 f ′(c) = µ, c ∈ (a, b).

若 µ = g(b), 由微分中值定理:

µ = g(b) =
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c), a < c < b.

证法 3 不妨设 f ′(a) < µ < f ′(b).

取 A 和 B 满足 f ′(a) < A < µ < B < f ′(b).

f ′(a) = lim
∆x→0+

f(a+∆x)− f(a)

∆x
< A,

f ′(b) = lim
∆x→0−

f(b+∆x)− f(b)

∆x
> B.

于是存在 δ > 0, 当 0 < |∆x| < δ 时, 有

f(a+∆x)− f(a)

∆x
< A,

f(b+∆x)− f(b)

∆x
> B.

取 0 < δ∗ < min
{
δ, b−a2

}
, 即有

f(a+ δ∗)− f(a)

δ∗
< A,

f(b− δ∗)− f(b)

−δ∗
=
f(b′ + δ∗)− f(b′)

δ∗
,

其中 b′ = b− δ∗ (显然 a < b′ < b). 考虑函数

g(x) =
f(x+ δ∗)− f(x)

δ∗
,

它在 [a, b′] 上连续, 且

g(a) =
f(a+ δ∗)− f(a)

δ∗
< A,

g(b′) =
f(b′ + δ∗)− f(b′)

δ∗
> B.

因 A < µ < B, 由连续函数介值定理, 存在 ζ ∈ (a, b′), 使

g(ζ) =
f(ζ + δ∗)− f(ζ)

δ∗
= µ.

由微分中值定理, 存在一点 c ∈ (ζ, ζ + δ∗),

f(ζ + δ∗)− f(ζ)

δ∗
= f ′(c),

即有 f ′(c) = µ. 又由于 ζ ∈ (a, b′), 即 a < ζ < b′, 应有 a < ζ + δ∗ < b′ + δ∗ = b. 而

c ∈ (ζ, ζ + δ∗), 故 c ∈ (a, b).
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证法 4 先说明导数的介值定理与下一定理等价.

定理 若 f 在 [a, b]上可微, 且 f ′(x) ̸= 0,则 f ′(x)在 [a, b]上恒大于 0或恒小于 0.

证明等价. 若定理成立, 不妨设 f ′(a) < u < f ′(b). 做

φ(x) = f(x)− µx, x ∈ [a, b],

则

φ′(x) = f ′(x)− µ, φ′(a) = f ′(a)− µ < 0, φ′(b) = f ′(b)− µ > 0.

这说明 φ(x) 的导函数在 [a, b] 上变号. 若不存在一点 c ∈ (a, b), 使 φ′(c) = 0, 即

φ′(x) ̸= 0, x ∈ [a, b]. 由定理知 φ′(x) 或恒大于 0 或恒小于 0, 这和 φ′(a) < 0, φ′(b) > 0

矛盾. 因此有一点 c ∈ (a, b) 使 φ′(c) = 0, 即 f ′(c) = µ.

再设导数的介值定理成立, 证明定理成立. 设在 [a, b] 上 f ′(x) ̸= 0, 而 f ′(x) 在

[a, b] 上不恒大于 0 或不恒小于 0, 即 f ′(x) 在 [a, b] 上可变号. 因此, 必存在两点
x1, x2 ∈ [a, b], 且 f ′(x1) 和 f ′(x2) 异号. 对介于 f ′(x1) 和 f ′(x2) 中的数 0, 由导数的介
值定理必存在 c ∈ (a, b), 使 f ′(c) = 0, 这和在 [a, b] 上 f ′(x) ̸= 0 矛盾. 因此, 若在 [a, b]

上 f ′(x) ̸= 0, 则 f ′(x) 在 [a, b] 上恒大于 0 或恒小于 0.
现在证明定理.
首先注意到, 由于 f ′(x) ̸= 0, x ∈ [a, b], 在 [a, b] 中不可能有两点 x1, x2, 使 f(x1) =

f(x2).否则由 Rolle定理,必有一点 ζ ∈ (x1, x2) ⊂ [a, b],使 f ′(ζ) = 0,和 f ′(x) ̸= 0, x ∈
[a, b] 矛盾. 从而在 [a, b] 内任两点 f(x) 的值不可能相等.

其次在 [a, b] 内, 不妨设 f(a) > f(b). 此时可证得 f ′(x) < 0, x ∈ [a, b]. 若不然, 必
存在一点 c, 使 f ′(c) > 0. 因

lim
∆x→0+

f(c+∆x)− f(c)

∆x
= f ′(c) > 0

(可设 c ̸= a), 即有 f(c+∆x)− f(c) > 0, 故存在 d > c, 使 f(c) < f(d).
若 f(c) < f(b), 由于 f(b) < f(a), 则在 [a, c] 中必有一点, 使 f(x) 取得其介值

f(b), 从而在 [a, b] 上 f(x) 有相等值, 与上证矛盾. 故 f(c) < f(b) 不可能.
若 f(c) > f(b), 由于 f(c) < f(d), 故在 [d, b] 中有一点, 使 f(x) 取得 f(b) 和 f(d)

的介值 f(c), 因此 f(c) > f(b) 不可能. 显然 f(c) = f(b) 也不可能. 这正说明若在
[a, b] 上 f(a) > f(b), f ′(x) ̸= 0, 不可能有一点 c, 使 f ′(c) > 0, 从而证明了在 [a, b] 上

f ′(x) < 0.

若 f(a) < f(b), 同理可证若 f ′(x) ̸= 0, 则 f ′(x) > 0, x ∈ [a, b].

注 连续函数有介值性质, 而某些不连续函数也可能有介值性质 (参看第二章反例
46), 导数的介值定理也说明了这一事实.
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21. 设 f(x)−f(0) = xf ′[ζ(x)],其中 0 < ζ(x) < x.证明: 若 f(x) = x sin(lnx) (x >
0), f(0) = 0, 则函数 ζ = ζ(x) 在任意小的区间 (0, ε) (ε > 0) 内是不连续的.

证 (反证法) 假定 ζ(x) 在某个区间 (0, ε) 内连续. 因为当 x > 0 时

f ′(x) = sin(lnx) + cos(lnx) =
√
2 sin

(π
4
+ lnx

)
,

所以由 f(x)− f(0) = xf ′[ζ(x)] 得到

x sin(lnx) = x
√
2 sin

(π
4
+ ln ζ(x)

)
,

即

sin(lnx) =
√
2 sin

(π
4
+ ln ζ(x)

)
, 0 < x < +∞.

取充分大的正整数 n0, 使

−2n0π +
π

4
< ln ζ

(ε
2

)
.

由 0 < ζ(x) < x 知 limx→0+ ζ(x) = 0, 从而

lim
x→0+

ln ζ(x) = −∞.

因此, 存在 δ
(
0 < δ < ε

2

)
, 使

ln ζ(δ) < −2n0π +
π

4
.

由于 ln ζ(x) 在
[
δ, ε2
]
上是连续的, 故据连续函数介值定理, 必有 x0 ∈

(
δ, ε2
)
使得

ln ζ(x0) = −2n0π +
π

4
.

由此得到

1 > sin(lnx0) =
√
2 sin

(π
4
+ ln ζ(x0)

)
=

√
2,

这是不可能的, 故 ζ(x) 在 (0, ε) 内不连续.

22. 设函数 f 在 [0, c] (c > 0) 上可微, f ′ 在 [0, c] 上递减, 且 f(0) = 0. 证明对于

0 6 a 6 b 6 a+ b 6 c, 恒有

f(a+ b) 6 f(a) + f(b).

证 当 a = 0 时, 式中等号成立, 故结论为真.
若 a > 0, 在 [0, a] 上应用微分中值定理, 可知存在 ζ1 (0 < ζ1 < a), 使得

f(a)

a
=
f(a)− f(0)

a− 0
= f ′(ζ1).
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同理, 在 [b, a+ b] 上应用微分中值定理, 可知存在 ζ2 (b < ζ2 < a+ b), 使得

f(a+ b)− f(b)

a
=
f(a+ b)− f(b)

(a+ b)− b
= f ′(ζ2).

显然, 0 < ζ1 < a 6 b < ζ2 < a+ b 6 c. 因 f ′ 在 [0, c] 上递减, 故 f ′(ζ2) 6 f ′(ζ1), 即

f(a+ b)− f(b)

a
6 f(a)

a
,

从而

f(a+ b) 6 f(a) + f(b).

23. 设函数 f 在 [a, b] 上可微, 且 f(a) = f(b) = 0, f ′(a)f ′(b) > 0. 证明方程

f ′(x) = 0 在 (a, b) 内至少有两个根.

证 不妨设 f ′(a) > 0, f ′(b) > 0. 因若不然, 只要考虑 −f 就行了.

由导数定义知, 既然 f ′(a) > 0, 必有一点 a1 (a < a1 < b), 使

f(a1) > f(a) = 0.

同理有 b1 (a1 < b1 < b),使 f(b1) < 0.因而由连续函数介值定理知必有一点 c ∈ (a1, b1)

使 f(c) = 0.这样一来,在闭区间 [a, c]与 [c, b]上分别应用 Rolle定理,便知有 ζ ∈ (a, c)

与 η ∈ (c, b), 使

f ′(ζ) = f ′(η) = 0.

24. 设函数 f 在区间 [a, b] 上二阶可微, 且 f(x) > 0, f ′′(x) > 0 (a 6 x 6 b); 再设

f 在 [a, b] 的任一子区间上不恒等于零. 证明方程 f(x) = 0 在区间 [a, b] 上最多只有一

个根.

证 (反证法) 设存在 x1, x2 (a 6 x1 < x2 6 b), 使得 f(xi) = 0 (i = 1, 2). 由 Rolle
定理, 存在 c (x1 < c < x2), 使得

f ′(c) = 0.

在区间 [a, b] 上, 因 f ′′(x) > 0, 故 f ′ 递增. 于是当 x < c 时 f ′(x) 6 0. 此时有下列两种

可能:
(i) 当 x1 < x < c 时, 恒有 f ′(x) = 0. 因 f ′ 在 [a, b] 上连续, 故

f ′(x1) = lim
x→x1+0

f ′(x) = 0,

即在区间 [x1, c] 上, f(x) ≡ 0, 与条件矛盾.
(ii) 存在 c1 (x1 < c1 < c), 使 f ′(c1) < 0. 于是在 [x1, c1] 上, f ′(x) 6 f ′(c1) < 0, 即

在区间 [x1, c1] 上, f 严格递减. 据反证法的假设, f(x1) = 0, 因此当 x1 < x 6 c1 时,
f(x) < f(x1) = 0, 与 f(x) > 0 矛盾.
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综上所述, 可知在区间 [a, b] 上, 方程 f(x) = 0 最多只有一个根.
25. 设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 且 f(a) = f(b) = 0. 证明对任一实数 λ,

存在 c ∈ (a, b), 使得 f ′(c) = λf(c).

证 令 F (x) = e−λxf(x),则 F 在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可微,且 F (a) = F (b) =

0. 由 Rolle 定理, 存在 c ∈ (a, b) 使得 F ′(c) = 0. 因

F ′(x) = −λe−λxf(x) + e−λxf ′(x),

故 −λe−λcf(c) + e−λcf ′(c) = 0, 即

f ′(c) = λf(c).

26. 设 f 在 (−∞,+∞) 上可微, 对某点 a ∈ (−∞,+∞) 有 f(a) = 0, 且

|f ′(x)| 6 |f(x)|.

证明 f ≡ 0.

证 先证在 a 6 y 6 a+ 1 上, f(y) ≡ 0. 因为

|f(y)| = |f(y)− f(a)| = |f ′(x1)||y − a| (a < x1 < y < a+ 1),

且由题设知 |f ′(x1)| 6 |f(x1)|, 所以

|f(y)| 6 |f(x1)||y − a|.

同理

|f(x1)| = |f(x1)− f(a)| = |f ′(x2)||x1 − a|

6 |f(x2)||x1 − a| (a < x2 < x1 < y).

依此类推, 得到

|f(y)| 6 |f(x1)||y − a| 6 |f(x2)||x1 − a||y − a|

6 · · · 6 |f(xn)||xn−1 − a| · · · |x1 − a||y − a|,

其中 a < xn < xn−1 < · · · < x1 < y < a + 1. 因 f 在 [a, a + 1] 上连续, 故有界, 设
|f(x)| 6M,x ∈ [a, a+ 1]. 又, x1 − a < 1, 故

|f(y)| 6M |x1 − a|n−1 → 0 (n→ ∞).

于是在 [a, a+ 1] 上 f(y) ≡ 0.

再由 f(a + 1) = 0 将上述推理用于 [a + 1, a + 2] 上成立, 即得 f(x) ≡ 0, x ∈
[a+ 1, a+ 2]. 同理可得在 [a+ 2, a+ 3], · · · , [a+ n, a+ n+ 1] 上均有 f(x) ≡ 0. 因此在

[a,+∞) 上 f(x) ≡ 0.

同理可证, 在 (−∞, a] 上 f(x) ≡ 0.



问 题 125

27. 设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 又, f 不是线性函数. 证明存在一点
c ∈ (a, b), 使

|f ′(c)| >
∣∣∣∣f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣∣ .
证 令

g(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a),

则 g(a) = f(a), g(b) = f(b). 据题设, f(x) ≡/ g(x), 故存在 c ∈ (a, b) 使

f(c) ̸= g(c).

不妨设 f(c) > g(c), 于是

f(c)− f(a)

c− a
>
g(c)− g(a)

c− a
=
f(b)− f(a)

b− a

=
g(b)− g(c)

b− c
>
f(b)− f(c)

b− c
.

在 [a, c] 与 [c, b] 上对 f 用微分中值定理, 则存在 c1, c2 (a < c1 < c < c2 < b), 使

f ′(c1) =
f(c)− f(a)

c− a
>
f(b)− f(a)

b− a
>
f(b)− f(c)

b− c

= f ′(c2).

故当 f(b)−f(a)
b−a > 0 时, 有 f ′(c1) >

f(b)−f(a)
b−a > 0. 而当 f(b)−f(a)

b−a < 0 时, 有 f ′(c2) <
f(b)−f(a)

b−a < 0. 总之, 存在 c ∈ (a, b) 使 |f ′(c)| >
∣∣∣ f(b)−f(a)b−a

∣∣∣ .
28. 设 fn(x) = cosx + cos2 x + · · · + cosn x. 证明: (i) 对任意正整数 n, 方程

fn(x) = 1 在
[
0, π3

)
内有且只有一个根.

(ii) 设 xn ∈
[
0, π3

)
是 fn(x) = 1 的根, 则

lim
n→∞

xn =
π

3
.

证 (i) 当 n = 1 时, 结论显然成立. 下设 n > 1. 令 y = cosx, 则

fn(x) = gn(y) = y + y2 + · · ·+ yn.

在
[
1
2 , 1
]
上考虑函数 hn(y) = gn(y)− 1. 因 hn(y) 连续, 且

hn

(
1

2

)
= −

(
1

2

)n
< 0, hn(1) = n− 1 > 0,

故存在 yn ∈
(
1
2 , 1
)
, 使得 hn(yn) = 0. 又因当 y ∈

[
1
2 , 1
]
时,

h′n(y) = 1 + 2y + · · ·+ nyn−1 > 1,
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故 hn(y) 严格递增, 于是 yn 是唯一的. 而 y = cosx 在
[
0, π3

)
上严格递减, 故对每个

yn, 存在唯一的 xn = arccos yn ∈
(
0, π3

)
满足要求.

(ii) 由微分中值定理, 存在 ζ ∈
(
1
2 , yn

)
, 使得∣∣∣∣hn(yn)− hn

(
1

2

)∣∣∣∣ = |h′n(ζ)|
∣∣∣∣yn − 1

2

∣∣∣∣ .
因 hn(yn) = 0, hn

(
1
2

)
= −

(
1
2

)n
, |h′n(ζ)| > 1,故

∣∣yn − 1
2

∣∣ 6 1
2n ,从而 yn → 1

2 (n→ ∞),

即

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

arccos yn =
π

3
.

29. 设 f 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 又 f(x) > 0 (a < x < b). 证明不存在常

数 M > 0, 使得 ∣∣∣∣f ′(x)f(x)

∣∣∣∣ 6M (a < x < b).

证 (反证法) 假设存在 M > 0, 使得∣∣∣∣f ′(x)f(x)

∣∣∣∣ 6M (a < x < b).

令 g(x) = ln f(x) (a < x < b). 在 (a, b) 内任取一点 x0, 由微分中值定理知对任意
x ∈ (a, b), 在 x0, x 之间必存在一点 ζ, 使得

g(x)− g(x0) = g′(ζ)(x− x0).

于是

|g(x)| 6 |g(x0)|+M(b− a),

故 g 在 (a, b) 上有界.
另一方面, 由于 f 在 [a, b] 上连续, f(a) = 0, f(x) > 0 (a < x < b), 因而

lim
x→a+0

g(x) = lim
x→a+0

ln f(x) = −∞.

故 g 在 (a, b) 上无界, 矛盾.
30. 设 f 在 [0, a] 上二次可微, |f ′′(x)| 6 M, 0 6 x 6 a; 又设 f 在 (0, a) 内取最大

值. 证明
|f ′(0)|+ |f ′(a)| 6Ma.

证 由题设知存在 c ∈ (0, a), 使 f(c) = max06x6a f(x), 因此 f ′(c) = 0. 据微分中

值定理可得

f ′(0) = f ′(c)− f ′′(ζ1)c = −f ′′(ζ1)c,

f ′(a) = f ′(c) + f ′′(ζ2)(a− c) = f ′′(ζ2)(a− c).
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因此

|f ′(0)| 6Mc, |f ′(a)| 6M(a− c),

所以

|f ′(0)|+ |f ′(a)| 6Ma.

31. 设 f 和 g 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 且 f(a) = f(b) = 0. 证明存在一点

ζ ∈ (a, b), 使

f ′(ζ) + f(ζ)g′(ζ) = 0.

证 欲证 f ′(ζ) + f(ζ)g′(ζ) = 0, 相当于证明

eg(ζ)[f ′(ζ) + f(ζ)g′(ζ)] = 0,

这只要证明 (f(x)eg(x))′|x=ζ = 0. 为此做辅助函数

F (x) = f(x)eg(x),

就有

F ′(x) = eg(x)[f ′(x) + f(x)g′(x)].

显然, F 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可微, 且由条件 f(a) = f(b) = 0 知道 F (a) =

F (b) = 0. 由 Rolle 定理可知, 存在点 ζ ∈ (a, b), 使得 F ′(ζ) = 0, 即

eg(ζ)[f ′(ζ) + f(ζ)g′(ζ)] = 0.

因 eg(ζ) ̸= 0, 故

f ′(ζ) + f(ζ)g′(ζ) = 0.

32. 设 f 在 [a,+∞) 上二次可微, 且 f(a) > 0, f ′(a) < 0, 当 x > a 时 f ′′(x) 6 0.

证明: 在 (a,+∞) 内, 方程 f(x) = 0 有且仅有一个根.

证 因 x > a 时 f ′′(x) 6 0, 故 f ′ 在 (a,+∞) 上递减, 从而当 x > a 时

f ′(x) 6 f ′(a) < 0.

由此又可推出, 当 x > a 时 f(x) 严格递减. 于是 f(x) = 0 最多仅有一个根. 而 x > a

时

f(x)− f(a) = f ′(c)(x− a) 6 f ′(a)(x− a),

即

f(x) 6 f ′(a)(x− a) + f(a).

而右端当 x→ +∞ 时, 它趋于 −∞, 故当 x 充分大时, 就有 f(x) < 0, 即存在 b > a 而

有 f(b) < 0. 据连续函数介值定理, 存在 ζ ∈ (a, b), 而有

f(ζ) = 0.

综上所述, 方程 f(x) = 0 在 (a,+∞) 内有且仅有一个根.



128 第三章 微 分

33. 设 f 在 [a, b] 上可微, ζ 为 (a, b) 内一定点, f(ζ) > 0, (x− ζ)f ′(x) > 0. 证明 f

在 [a, b] 上恒取正值.

证 当 x ∈ [a, ζ] 时 x− ζ 6 0, 而

(x− ζ)f ′(x) > 0,

故有 f ′(x) 6 0, 这说明 f 在 [a, ζ] 上是递减的. 于是

f(x) > f(ζ) > 0.

当 x ∈ [ζ, b] 时, x− ζ > 0, 从而 f ′(x) > 0, 这说明 f 在 [ζ, b] 上是递增的. 于是

f(x) > f(ζ) > 0.

综上所述, f 在 [a, b] 上恒大于零.

34. 给定函数

f(x) = 1− x+
x2

2
− x3

3
+ · · ·+ (−1)n

xn

n
.

证明: 当 n 为奇数时, f(x) = 0 只有一个实根; 当 n 为偶数时, f(x) = 0 没有实根.

证 设 n 为奇数 2m+ 1, 因

f(x) = (1− x) + x2
(
1

2
− x

3

)
+ · · ·+ x2m

(
1

2m
− x

2m+ 1

)
,

故当 x > 2 时各项都小于 0, 从而 f(x) < 0; 而当 x 6 1 时各项都大于或等于 0 (只有第
一项可能为 0), 从而 f(x) > 0. 据连续函数介值定理, 存在 c ∈ (−∞,+∞) 使 f(c) = 0.

兹证方程 f(x) = 0 只有一个实根 x = c. 事实上,

f ′(x) = −1 + x− x2 + · · ·+ x2m−1 − x2m

= −(1− x)(1 + x2 + x4 + · · ·+ x2m−2)− x2m,

当 x < 1 时, f ′(x) < 0. 又, f ′(x) 还可表成:

f ′(x) = −1 + x(1− x) + x3(1− x) + · · ·+ x2m−1(1− x)

= −1 + (1− x)(x+ x3 + · · ·+ x2m−1),

当 x > 1 时 f ′(x) < 0. 因此, 对任意 x ∈ (−∞,+∞), 均有 f ′(x) < 0, 可见 f 在

(−∞,+∞) 上严格递减, 从而 f(x) = 0 只有一个实根 x = c.

设 n 为偶数 2m. 因

f ′(x) = −1 + x− x2 + x3 − x4 + · · ·+ x2m−1

= −(1− x)(1 + x2 + x4 + · · ·+ x2m−2),
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故由 f ′(x) = 0 得 x = 1, 即 f 只有在 x = 1 处有可能取得极值. 又,

f ′′(x) = 1− 2x+ 3x2 − 4x3 + · · ·+ (2m− 1)x2m−2,

故 f ′′(1) = 1− 2 + 3− 4 + · · ·+ (2m− 1) > 0, 因而 f 只在 x = 1 处取得极小值. 由于

f(1) = 1− 1 +
1

2
− 1

3
+

1

4
− · · ·+ 1

2m
> 0,

因而对任何 x ∈ (−∞,+∞), 都有 f(x) > f(1) > 0, 可见方程 f(x) = 0 没有实根.

35. 设 f 在 (−∞,+∞) 上二次可微, f ′′ > 0. 又设存在一点 x0, 使 f(x0) < 0, 且

lim
x→−∞

f ′(x) = α < 0, lim
x→+∞

f ′(x) = β > 0.

证明 f(x) 有且仅有两个零点.

证 因 limx→+∞ f ′(x) = β > 0, 故存在 a > x0 使 f ′(a) > 0. 据 Taylor 公式可得

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(ξ)

2
(x− a)2

> f(a) + f ′(a)(x− a), a < ξ < x,

故 limx→+∞ f(x) = +∞, 又 f(x0) < 0, 因此由连续函数介值定理知, 存在 x1 ∈
(x0,+∞) 使 f(x1) = 0. 同理可证存在 x2 ∈ (−∞, x0) 使 f(x2) = 0.

若存在 x1 < x2 < x3 使 f(x1) = f(x2) = f(x3) = 0, 则在 [x1, x2], [x2, x3] 上应用

Rolle 定理, 存在 x1 < ζ1 < x2 < ζ2 < x3 而使 f ′(ζ1) = f ′(ζ2) = 0, 因此在 [ζ1, ζ2] 上再

次使用 Rolle 定理, 存在 ζ 使 f ′′(ζ) = 0. 这与 f ′′(x) > 0 矛盾. 由此可见 f(x) 有且仅

有两个零点.

36. 设 f 在 [0, 2] 上二次可微, 且 |f(x)| 6 1, |f ′′(x)| 6 1, x ∈ [0, 2]. 证明

|f ′(x)| 6 2, x ∈ [0, 2].

证 由 Taylor 公式得

f(0) = f(x) + f ′(x)(0− x) +
f ′′(ζ1)

2
x2, 0 < ζ1 < x,

f(2) = f(x) + f ′(x)(2− x) +
f ′′(ζ2)

2
(2− x)2, x < ζ2 < 2.

两式相减并整理得

2f ′(x) = f(2)− f(0) +
1

2
x2f ′′(ζ1)−

1

2
(2− x)2f ′′(ζ2),
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故

|2f ′(x)| 6 |f(0)|+ |f(2)|+ 1

2
x2|f ′′(ζ1)|+

1

2
(2− x)2|f ′′(ζ2)|

6 1 + 1 +
1

2
x2 +

1

2
(2− x)2

= 2 +
x2 + (2− x)2

2
.

而 max06x62{x2 + (2− x)2} = 4, 故 2|f ′(x)| 6 4, 即 |f ′(x)| 6 2.

37. 设 f 在 (−∞,+∞) 上二次可微, 且

Mk = sup
−∞<x<+∞

|f (k)(x)| < +∞ (k = 0, 1, 2).

证明不等式

M2
1 6 2M0M2.

证 不妨设 f 为非常值函数, 于是由题设知 M2 ̸= 0. 对任意 x ∈ (−∞,+∞) 及任

意 h > 0, 据 Taylor 公式得

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + f ′′(x+ θ1h)
h2

2
,

f(x− h) = f(x) + (−h)f ′(x) + f ′′(x− θ2h)
h2

2
, 0 < θ1 < 1, 0 < θ2 < 1.

两式相减得

2hf ′(x) = f(x+ h)− f(x− h) + [f ′′(x− θ2h)− f ′′(x+ θ1h)]
h2

2
.

因此

M1 6M0h
−1 +

h

2
M2.

特别取 h =
√

2M0

M2
得 M1 6

√
2M0M2, 即

M2
1 6 2M0M2.

38. 设 f 在 [a, b] 上二次可微, f ′
(
a+b
2

)
= 0. 证明存在 ζ ∈ (a, b) 使

|f ′′(ζ)| > 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

证 由 Taylor 公式及题设条件, 得到

f(a) = f

(
a+ b

2

)
+
f ′′(x1)

2

(
a− b

2

)2

, x1 ∈
(
a,
a+ b

2

)
,

f(b) = f

(
a+ b

2

)
+
f ′′(x2)

2

(
a− b

2

)2

, x2 ∈
(
a+ b

2
, b

)
,
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故

|f(b)− f(a)| 6
∣∣∣∣f(b)− f

(
a+ b

2

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f (a+ b

2

)
− f(a)

∣∣∣∣
6
(
b− a

2

)2

· 1
2
(|f ′′(x1)|+ |f ′′(x2)|).

令 |f ′′(ζ)| = max{|f ′′(x1)|, |f ′′(x2)|}, 则

|f(b)− f(a)| 6 (b− a)2

4
|f ′′(ζ)|,

即

|f ′′(ζ)| > 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

39. 研究函数
y =

(
1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!

)
e−x

取得极值的情况.

解

y′ =

(
1 +

2x

2!
+

3x2

3!
+ · · ·+ nxn−1

n!

)
e−x

−
(
1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!

)
e−x

= −x
n

n!
e−x

令 y′ = 0, 得 x = 0.

(i) 当 n 为偶数时, y′ 6 0, 故 y 在 x = 0 处不取极值, 从而 y 没有极值.
(ii) 当 n 为奇数时, 若 x < 0, 则 y′ > 0; 若 x > 0, 则 y′ < 0. 因此, y 在 x = 0 处

取得极大值 y = 1.

40. 讨论方程 xe−x = a (a > 0) 的实根情况.

解 令 f(x) = xe−x − a, 则

lim
x→+∞

(xe−x − a) = −a < 0, (1)

lim
x→−∞

(xe−x − a) = −∞, (2)

f ′(x) = e−x(1− x).

当 x < 1 时, f ′(x) > 0, 故 f 在 (−∞, 1) 上严格递增; 当 x > 1 时, f ′(x) < 0, 故 f 在

(1,+∞) 上严格递减. 因此, f 在 x = 1 处取得极大值

f(1) = e−1 − a.
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由 (1), (2) 可知, 当 e−1 − a < 0 时, 方程 xe−x = a 无实根; 当 e−1 − a > 0 时, 它有两
个不同的实根; 当 e−1 − a = 0 时, 它有唯一的实根 x = 1.

反 例

1. 仅在一点连续并可微的函数.
函数

f(x) =

{
x2, x 为无理数,

0, x 为有理数.

在 x ̸= 0 的点都间断, 而在 x = 0 处有导数 f ′(0) = 0. 这是因为当 h 是有理数时,
f(h)− f(0)

h
=

0− 0

h
= 0,

而当 h 是无理数时,
f(h)− f(0)

h
=
h2 − 0

h
= h→ 0 (h→ 0).

设 f(x) = 0,当 x为有理数; f(x) = x2+x,当 x为无理数. 则函数 f 也仅在 x = 0

处连续且可微, f ′(0) = 1.

注 上述反例表明, 函数 f 在某点可微, 只能保证 f 在该点连续, 而不能保证 f 在

该点的某个邻域内连续.

2. 一个可微函数 f, 使 |f | 不可微.
函数 f(x) = x 在 R1 上可微, 然而, |f(x)| = |x| 在 x = 0 处并不可微.

注 由上述反例及第二章反例 12 可知, 函数 f 的可微性与 |f | 的可微性之间并无
内在联系.

3. 一个无处可微函数 f, 使 limn→∞ n
[
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

]
存在.

设

f(x) =

{
1, x 为有理数,
0, x 为无理数.

则 f 无处连续, 从而也无处可微.
但是, limn→∞ n

[
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

]
却存在, 这是因为当 x 为有理数时, f(x) =

1, f
(
x+ 1

n

)
= 1, 故

lim
n→∞

n

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
= 0;

而当 x 为无理数时, f(x) = 0, f
(
x+ 1

n

)
= 0, 故

lim
n→∞

n

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
= 0.
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注 若 f 在点 x0 可微, 则 limn→∞ n
[
f
(
x0 +

1
n

)
− f(x0)

]
必定存在. 上述反例说

明这个陈述反过来是不正确的.

4. 关于乘积函数可微性的例子.
关于乘积函数的可微性, 我们熟知定理: 若函数 f 与 g 在点 x0 皆可微, 则乘积函

数 fg 在点 x0 亦可微. 但当 f 或 g 在 x0 不可微时, 可以有下述各种不同的结果.
(a) f(x) = x 在 x = 0 可微, g(x) = |x| 在 x = 0 处不可微, 由于

lim
x→0

f(x)g(x)− f(0)g(0)

x
= lim
x→0

x|x|
x

= 0,

因而 fg 在 x = 0 处可微, 且 (fg)′(0) = 0.

(b) f(x) = x 在 x = 0 可微, g(x) = sgn x 在 x = 0 不可微, 而乘积函数

f(x)g(x) = |x|

在 x = 0 不可微.
(c) f(x) = g(x) = |x| 在 x = 0 处不可微, 而乘积函数 f(x)g = x2 在 x = 0 处

可微.
(d)函数 f(x) = g(x) = |x| 12 在 x = 0处不可微, 乘积函数 f(x)g(x) = |x|在 x = 0

处也不可微.
综上所述, 可列出下表 (表 3–1).

表 3–1

f 在 x = x0 g 在 x = x0 fg 在 x = x0 例

1 可 微 可 微 可 微 定 理

2 可 微 不可微 可 微 (a)
3 可 微 不可微 不可微 (b)
4 不可微 不可微 可 微 (c)
5 不可微 不可微 不可微 (d)

5. 关于复合函数可微性的例子.
关于复合函数的可微性,我们熟知定理: 若 f(x)在 x = x0可微, g(y)在 y0 = f(x0)

可微, 则复合函数 g[f(x)] 在 x = x0 可微. 但当 g(y) 在 y = y0, f(x) 在 x = x0 不同时

可微时, 可以有下述各种不同的结果.
(a) f(x) = x2 在 x = 0 可微, g(y) = |y| 在 y0 = f(0) = 0 不可微, 而复合函数

g[f(x)] = x2

在 x = 0 可微.
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(b) f(x) = sinx 在 x = 0 可微, g(y) = |y| 在 y0 = f(0) = 0 不可微, 而复合函数

g[f(x)] = | sinx|

在 x = 0 不可微.
(c) f(x) = |x| 在 x = 0 不可微, g(y) = y2 在 y0 = f(0) = 0 可微, 而复合函数

g[f(x)] = x2

在 x = 0 可微.
(d) f(x) = |x| 在 x = 0 不可微, g(y) = sin y 在 y0 = f(0) = 0 可微, 复合函数

g[f(x)] = sin |x|

在 x = 0 不可微.
(e) f(x) = 2

3x − 1
3 |x| 在 x = 0 不可微, g(y) = 2y + |y| 在 y0 = f(0) = 0 不可微,

而复合函数

g[f(x)] = x

在 x = 0 可微.
(f) f(x) = sin |x| 在 x = 0 不可微, g(y) = |y| 在 y0 = f(0) = 0 不可微, 复合函数

(在 x = 0 的某个邻域内)
g[f(x)] = | sin |x|| = sin |x|

在 x = 0 不可微.
综上所述, 可列出下表 (表 3–2).

表 3–2

f(x) 在 x = x0 g(y) 在 y0 = f(x0) g[f(x)] 在 x = x0 例

1 可 微 可 微 可 微 定 理

2 可 微 不可微 可 微 (a)
3 可 微 不可微 不可微 (b)
4 不可微 可 微 可 微 (c)
5 不可微 可 微 不可微 (d)
6 不可微 不可微 可 微 (e)
7 不可微 不可微 不可微 (f)

6. 处处有导数 (不必有限) 的不连续函数.



反 例 135

设

f(x) = sgn x =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

则 f 在 x = 0 不连续. 但
f ′(0) = lim

x→0

sgn x
x

= +∞,

而当 x ̸= 0 时, f ′(x) = 0.

7. 两个在点 x0 均可微, 而使 max{f, g} 与 min{f, g} 在 x0 都不可微的函数 f 和

g.
设

f(x) = x− a, g(x) ≡ 0,

则 f 和 g 在 x = a 处均可微. 然而, 最大值函数和最小值函数

max{f, g} =

{
x− a, x > a,

0, x < a

和

min{f, g} =

{
x− a, x < a,

0, x > a

在 x = a 处均不可微.

注 容易证明, 若 f, g 在 x = a处可微. 且 f(a) ̸= g(a),则 max{f, g}和 min{f, g}
在 x = a 处也可微. 上述反例说明了在这个陈述中, 条件 f(a) ̸= g(a) 是不能去掉的.

8. [a, b] 上的函数 f, 它满足 Rolle 定理的三个条件中任二个条件, 但不存在
ζ ∈ (a, b), 使 f ′(ζ) = 0.

(1) 设
f(x) = 1− |x|, −1 6 x 6 1,

则 f 在闭区间 [−1, 1] 上连续, 并且 f(−1) = f(1) = 0, 即 f 满足定理的条件 (i) 和
(iii). 还有, 对 (−1, 1) 中除 x = 0 外的所有 x, f ′(x) 存在且有限:

f ′(x) =

{
1, −1 < x < 0,

−1, 0 < x < 1.

然而, 在 (−1, 1) 中就没有 ζ 能使 f ′(ζ) = 0.

(2) 设
f(x) = x− [x], 0 6 x 6 1,
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其中 [x] 代表括号函数. 易见, f 在 (0, 1) 内可微, 且 f(0) = f(1) = 0, 即 f 满足定理

的条件 (ii) 和 (iii). 然而, 由于 f ′(x) = 1, 0 < x < 1, 因此, 不存在 ζ ∈ (0, 1), 使得

f ′(ζ) = 0.

(3) 设
f(x) = x, 0 6 x 6 1,

则 f 在 [0, 1] 上连续且可微, 从而 f 满足定理的条件 (i) 和 (ii). 但由于 f ′(x) ≡ 1, 因

而不存在 ζ ∈ (0, 1), 使得 f ′(ζ) = 0.

注 上述例子说明, Rolle 定理的三个条件, 无论哪两个都不足以保证导函数在
(a, b) 内某点取值为零. 换句话说, 三个假设中任何一个都不能去掉.

又, Rolle 定理的条件只是充分条件, 而不是必要条件, 即如果 Rolle 定理的条件得
到满足, 那么实数 ζ 一定存在; 如果定理的条件不满足, 那么 ζ 可能不存在 (参看上述
反例), 也可能存在. 例如, 设

f(x) =

{
x2, −2 6 x < 1,

4, 1 6 x 6 2.

则 f 在 x = 1 不连续, 从而 f 在 [−2, 2] 上不满足 Rolle 定理的条件. 但却存在
ζ = 0 ∈ (−2, 2), 使得 f ′(ζ) = 0, 其实对于区间 (1, 2) 中的任何一点 ζ 均有 f ′(ζ) = 0.

9. 函数 f, 它在 [a, b] 上有连续的导函数 f ′, 但对 [a, b] 内某点 ζ, 不存在 x1, x2, 使

得
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(ζ), x1 < ζ < x2.

设

f(x) = x3, −1 6 x 6 1,

则导函数 f ′(x) = 3x2 在区间 [−1, 1] 上连续. 取 ζ = 0, 则 f ′(ζ) = 0, 但是不存在点 x1

及 x2 (x1 < 0 < x2), 使得

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(0) = 0,

因为否则将会有

f(x2)− f(x1) = x32 − x31 = 0,

然而这是不可能的.

注 若 f 在 [a, b] 上连续, 且在 (a, b) 内可微, 则至少存在一点 ζ ∈ (a, b), 使得

f ′(ζ) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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上述反例表明, 给定了某点 ζ ∈ (a, b), 未必存在 x1, x2 ∈ [a, b], 使

f ′(ζ) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

又, 若 f 在区间 (a, b) 内二次可微, 且 f ′′(ζ) ̸= 0, 其中 a < ζ < b, 则存在

x1, x2 ∈ (a, b), 使得
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(ζ).

上述反例还说明了在这个陈述中 f ′′(ζ) ̸= 0 的条件是不能去掉的.

10. 中值定理失效的可微复值函数.
在实轴上定义

f(x) = eix = cosx+ i sinx, −∞ < x < +∞.

此函数是处处连续和可微的, 但是不存在区间 [a, b], a < b, 使得在 a 与 b 之间能有某个

ζ, 满足等式

f(b)− f(a) = f ′(ζ)(b− a),

即

(cos b+ i sin b)− (cos a+ i sin a) = (− sin ζ + i cos ζ)(b− a).

事实上, 假定上述等式成立, 则等式两边的模 (绝对值) 的平方亦应相等, 即

(cos b− cos a)2 + (sin b− sin a)2 = (b− a)2,

于是, 利用基本恒等式将得出

sin2 b− a

2
=

(
b− a

2

)2

.

但这是不可能的, 因为没有一个正数 h 能够使 sinh = h.

注 上述反例说明, 对于复值函数而言, 中值定理不再有效.

11. 不能用 L’Hospital 法则求极限的不定式.
设

f(x) = x− sinx, g(x) = x+ sinx,

则有

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim
x→∞

x− sinx
x+ sinx = 1.

但是

lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim
x→∞

1− cosx
1 + cosx
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不存在, 因而不能用 L’Hospital 法则求 limx→∞
f(x)
g(x) 的值.

12. L’Hospital 法则失效的复值函数的不定式.
设

f(x) = x, g(x) = x+ x2e
i

x2 , 0 < x < 1.

由于对一切实数 t, 都有 |eit| = 1, 因而不难看出

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 1. (1)

另一方面, 有
g′(x) = 1 +

(
2x− 2i

x

)
e

i
x2 , 0 < x < 1,

所以

|g′(x)| >
∣∣∣∣2x− 2i

x

∣∣∣∣− 1 > 2

x
− 1.

于是得到

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= 0. (2)

由 (1), (2) 可知 L’Hospital 法则失效.

注 上述反例表明, 对复值函数不定式的定值问题, L’Hospital 法则失效.

13. 一个在某点有极值的无穷可微函数, 它的各阶导数在该点的值全都是零.
Scheeffer 给出了一个具有这种性质的函数 (参看 [71], p. 542). 设

f(x) =

{
e−

1
x2 , x ̸= 0,

0, x = 0.

则当 x ̸= 0时, f(x)−f(0) = e−
1
x2 > 0,因此函数 f 在点 x = 0处取得极小值 f(0) = 0.

另一方面,

f ′(0) = lim
x→0

e−
1
x2

x
= lim
y→∞

y

ey2
= 0

(
其中 y =

1

x

)
,

当 x ̸= 0 时,

f ′(x) =
2e−

1
x2

x3
,

f ′′(x) = − 6

x4
e−

1
x2 +

4

x6
e−

1
x2 ,

所以

f ′′(0) = lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)

x
= lim
x→0

2e−
1
x2

x4
= 0.
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如上已得

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0,

故不妨设

f (n)(0) = 0, n > 2,

则

f (n+1)(0) = lim
x→0

f (n)(x)− f (n)(0)

x
= lim
x→0

f (n)(x)

x
.

显然, 当 x ̸= 0 时, f (n)(x) 为形如
Ce−

1
x2

xk

的函数之和, 其中 C 为常数, k 为正整数. 而对任意的正整数 k, 有

lim
x→0

e−
1
x2

xk
= 0,

因此,

lim
x→0

f (n)(x)

x
= 0,

即 f (n+1)(0) = 0. 于是由归纳法得 f (n)(0) = 0 (n = 1, 2, · · · )

14. 一个连续函数 f, 它在 x = 0 的每个邻域内有无穷多个局部极值.
设

f(x) =

 |x|
(
2 + cos

(
1

x

))
, x ̸= 0,

0, x = 0.

若 x > 0, 则

f ′(x) = 2 + cos
(
1

x

)
+

sin
(
1

x

)
x

.

当 x 与 0 充分接近时, f ′(x) 变号无数次, 于是由函数的连续性即知, 在 x = 0 的附近,
f(x) 有无穷多个局部极值.

15. 函数 f, 使 limh→0
f(x+h)+f(x−h)−2f(x)

h2 存在而 f ′′(x) 不存在.
在闭区间 [−1, 1] 上定义函数

f(x) =

x2 sin
(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

经直接计算可得

lim
h→0

x(0 + h) + f(0− h)− 2f(0)

h2
= lim
h→0

h2 sin
(
1

h

)
+ h2 sin

(
− 1

h

)
h2

= 0.
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但是, 由于导函数

f ′(x) =

2x sin
(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

在 x = 0 处间断, 因而 f ′′(0) 不存在.

注 容易证明, 若 f ′′(x) 存在, 则

lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

也存在且等于 f ′′(x). 上述反例说明了这个命题的逆命题并不成立.

16. [0, 1] 上的一个可微函数, 其导函数在无理点连续而在有理点间断.
在闭区间 [0, 1] 上定义函数

g(x) =

x2 sin
(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

则

g′(x) =

2x sin
(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0.

所以 g′(x) 在 x ̸= 0 处连续而在 x = 0 处间断.
设 {rn} 为 [0, 1] 中的全体有理数, 令

f(x) =

∞∑
n=1

1

2n
g(x− rn).

显然, 级数
∑∞
n=1

1
2n g

′(x− rn) 在 [0, 1] 上一致收敛, 因而

f ′(x) =
∞∑
n=1

1

2n
g′(x− rn), 0 6 x 6 1.

于是, f ′ 在 [0, 1] 中的任一无理点连续而在任一有理点间断.
17. 导数几乎处处为零的单调的连续函数.
设 C 是 Cantor 集. 我们把 C 的邻接区间分组排列如下: 第一组是一个区间(

1
3 ,

2
3

)
,第二组是两个区间

(
1
9 ,

2
9

)
,
(
7
9 ,

8
9

)
,第三组是四个区间

(
1
27 ,

2
27

)
,
(

7
27 ,

8
27

)
,
(
19
27 ,

20
27

)
,(

25
27 ,

26
27

)
, 依此类推, 在第 n 组中有 2n−1 个长度为 1

3n 的区间.
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今做函数 g 如下:

g(x) =



1

2
, x ∈

(
1

3
,
2

3

)
,

1

4
, x ∈

(
1

9
,
2

9

)
,

3

4
, x ∈

(
7

9
,
8

9

)
,

· · · · · · .

在第三组的四个区间中, g 依次取值 1
8 ,

3
8 ,

5
8 ,

7
8 . 一般地, 在第 n 组的 2n−1 个区间中, g

依次取值 1
2n ,

3
2n , · · · ,

2n−1
2n . 这样, g 在开集 [0, 1]\C = G 上有定义, 它在 G 的每个构成

区间上为常数, 且限制在 G 上为一递增函数. 将 g 扩充定义到整个区间 [0, 1] 上:

g(x) = sup
t<x
t∈G

g(t), g(0) = 0, g(1) = 1.

这样, g 是整个区间 [0, 1] 上的一个递增函数.
不难证明, g 是一个连续函数. 事实上, 因为 g 在 G 上所取的函数值在 [0, 1] 中稠

密, 所以如果 g 在某点 x0 不连续, 那么开区间 (g(x0 − 0), g(x0)) 或 (g(x0), g(x0 + 0))

中的一切数就将不是 g 的函数值, 这与 g 的函数值在 [0, 1] 中稠密的事实相违背. 因
此, g 是一个递增的连续函数, 并且 g′ 几乎处处等于 0 (在 G 中的每一点 x, 当然有

g′(x) = 0).
上面定义的函数 g 称为 Cantor 函数.
18. 导数几乎处处为零的严格单调的连续函数.
设 g 是 [0, 1] 上的 Cantor 函数, 令 g(x) = 0(x < 0), g(x) = 1 (x > 1). 于是, g 是

(−∞,+∞) 上的非减的连续函数, 且 g′(x) = 0 在 (−∞,+∞) 上几乎处处成立. 设

A = {a1, a2, · · · , an, · · · }

是实数轴上的任一可数稠密子集, 并令

f(x) =
∞∑
n=1

2−ng[2n(x− an)].

兹证, f 在 (−∞,+∞) 上连续、严格递增且导数几乎处处为零.
事实上, 定义函数 f 的级数在 (−∞,+∞) 上是一致收敛的, 因此, f 在 (−∞,+∞)

上连续. 若 x2 < x1, 取 an 使 x2 < an < x1, 则

g[2n(x1 − an)] > 0 = g[2n(x2 − an)],

且当 m ̸= n 时, 有
g[2m(x1 − am)] > g[2m(x2 − am)].



142 第三章 微 分

因此, f(x1) > f(x2). 即 f 在 (−∞,+∞) 上是严格递增的, 最后, 据 Fubini 定理, 在
(−∞,+∞) 上几乎处处有

f ′(x) =
∞∑
n=1

g′[2n(x− an)] = 0.

这个例子是由 Gerald[44] 做出的.
19. 函数 f 和 g 具有相同的导数, 而 f 和 g 并不相差一个常数.
我们知道, 如果 f 和 g 具有相同的有限导数, 那么 f 和 g 相差一个常数. 在这个

命题里, 导函数有限这一条件是非常重要的, 如果去掉有限这一条件, 上述命题不再成
立. Rey Pastor[68] 有例如下:

设 g 是 Cantor 函数. 于单位闭区间 [0, 1] 上定义函数 h, 使在 Cantor 集 C 上它

的值等于零; 而在构造 Cantor 集 C 时移走的各个开区间 (a, b) 内, h(x) 的图形由两个
直径都在 x 轴上的全等的半圆组成, 对应左半 (a, b) 的半圆位于 x 轴之上, 而对应右半
(a, b) 的半圆位于 x 轴之下:

h(x) =



[(
b− a

4

)2

−
(
x− 3a+ b

4

)2
] 1

2

, a < x 6 a+ b

2
,

−

[(
b− a

4

)2

−
(
x− 3b+ a

4

)2
] 1

2

,
a+ b

2
6 x < b.

于是 h 在区间 [0, 1] 上处处连续. 最后, 设

f(x) = 2g(x) + h(x),

q(x) = g(x) + h(x).

那么在 0 6 x 6 1 上 f ′(x) = q′(x): 对于 Cantor 集 C 的每个 x 来说, f ′(x) = q′(x) =

+∞; 若 x 是构造 C 时所移走的一个区间的中点, 则有 f ′(x) = q′(x) = −∞; 在其他的

点 x ∈ [0, 1]\C, f ′(x) = q′(x) = h′(x). 另一方面, f(x)− q(x) = g(x), 而 g(x) 不是常值

函数.
20. 一个严格递增的连续函数, 它不处处可微.
下面的例子是由 Pringsheim 做出的 (参看 [66]).
令

f(x) =

x

{
1 +

1

3
sin(lnx2)

}
, x ̸= 0,

0, x = 0.

易见, f 在 (−∞,+∞) 上连续. 因为当 x ̸= 0 时,

f ′(x) = 1 +
1

3
sin(lnx2) + 2

3
cos(lnx2) > 0,
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所以 f 在 (−∞, 0)和 (0,+∞)上都是严格递增的. 又当 x > 0时, f(x) > 0,而当 x < 0

时, f(x) < 0, 可见 f 在 (−∞,+∞) 上也是严格递增的. 但由于

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim
x→0

{
1 +

1

3
sin(lnx2)

}
不存在, 因而 f 在 x = 0 处不可微.

注 有如下的 Lebesgue 定理: 区间 (a, b) 上的单调函数是几乎处处可微的. 有人
或许会猜测, 严格单调函数的不可微的点都是一些间断点. 上述反例说明了这种猜测是
不正确的.

21. 一个单调函数, 其导函数并不单调.
设

f(x) = 2x+ sinx, 0 6 x 6 2π,

则

f ′(x) = 2 + cosx > 0,

所以函数 f 在区间 [0, 2π] 上是递增的. 又因 f ′′(x) = − sinx 在 [0, 2π] 上的符号不定,
故 f ′ 在 [0, 2π] 上不是单调的.

22. (−∞,+∞) 上的一个严格单调的有界可微函数, 使 limx→±∞ f ′(x) ̸= 0.

对非负整数 n, 令

f(n) = 1− 2−n.

然后按下列方式把 f 的定义域扩张到全体非负实数上: 对每一非负整数 n, 在区间

[n, n+ 1] 上, 函数 f 与 fn 相一致. 这里, fn 是 [n, n+ 1] 上的任一单调可微函数, 适合

fn(n) = f(n), fn(n+ 1) = f(n+ 1), fn

(
n+

1

2

)
=
f(n) + f(n+ 1)

2
,

f ′n(n) = f ′n(n+ 1) = 0, f ′n

(
n+

1

2

)
= 1.

例如, 在每个区间 [n, n + 1] 上, 可以适当选择两个椭圆的弧段作为函数 fn 的图像, 可
使 fn 满足上述提到的全部条件.

其次, 令 f(−x) = −f(x), 则 f 是定义在 (−∞,+∞) 上的有界可微函数. 显然, f
在 (−∞,+∞) 上严格单调, 且 limx→±∞ f ′(x) ̸= 0. 其实, 这个极限根本不存在, 因为 f ′

在每个闭单位区间上, 恒能达到 0 和 1.
上面的构造法属于 Moran[58].

注 如果 f 是 (−∞,+∞) 上的单调有界的可微函数, 那么, 从 f 的图形上看似乎

应该有

lim
x→±∞

f ′(x) = 0.

上述反例说明了这种仅凭直觉的判断是不正确的.
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23. 一个在某点有局部极值的可微函数, 它在该点的左右两侧都不是单调的.
设

f(x) =

2− x2
(
2 + sin 1

x

)
, x ̸= 0,

2, x = 0.

则当 x ̸= 0 时,
f(x)− f(0) = −x2

(
2 + sin 1

x

)
< 0.

因此, f 在 x = 0 处取得极大值 f(0) = 2.

当 x ̸= 0 时,
f ′(x) = −2x

(
2 + sin 1

x

)
+ cos 1

x
.

易见, 上式右端的第一项当 x 趋于零时它趋于零, 而 cos 1
x 振荡于 −1 与 +1 之间. 因

此, f ′ 在 x = 0 的附近变号无数次, 从而 f 在 x = 0 的左右两侧都不可能是单调的.
24. 一个可微函数 f, 使 f ′(x0) > 0, 但 f 在点 x0 的任何邻域内都不是单调的.
设

f(x) =


x

2
+ x2 sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

它在 x = 0 处的导数为

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
=

1

2
> 0.

但是, f 在任一包含点 x = 0 的开区间上都不是单调的. 实际上, 当 x ̸= 0 时,

f ′(x) =
1

2
− cos 1

x
+ 2x sin 1

x
.

当 xk = 1
kπ (k = 1, 2, · · · ) 时,

f ′(xk) =
1

2
− (−1)k,

从这个式子可以看出, 在包含零点的任何开区间内, 导数可以取不同符号的值, 因此, f
在这个开区间内不是单调的.

25. 一个可微函数 f, 当 x 为有理数时, f(x) 是有理数, 而 f ′(x) 是无理数.
设

f(x) =
∞∑
n=0

g(n!x)

(n!)2
, (1)

其中 g(y) = y(1− 4y2) 是定义在
[
−1

2 ,
1
2

]
上并以 1 为周期而扩张到整个 R1 上的周期

函数. 由于 g(0) = 0, 而 g 是以 1 为周期的函数, 故函数 g 在所有整数点处的值为 0,
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且有导数为 1. 此外, 对任何有理数 x, 级数 (1) 至多有有限个非零的有理项, 从而 f(x)

是有理数.
显然, 级数 (1) 的导函数级数一致且绝对收敛, 从而收敛于 f 的导函数. 对任何有

理数 x, 级数 (1) 的导数值等于 e 的级数

∞∑
n=0

1

n!

顶多除去有限个有理项. 因此, 对有理数 x, f 的导数是 e 加上某个有理数, 而 e 是无理

数, 故 f ′(x) 是无理数.
这个例子是由 Knight[53] 做出的.
26. 在已知点 a1, a2, · · · , an 不可微的连续函数.
函数 f(x) =

∑n
i=1 |x− ai| 具有所需的性质.

27. 在无理点可微而在有理点不可微的连续函数.
设 rk (k = 1, 2, · · · ) 为 [0, 1] 中的全体有理数, 令

f(x) =
∞∑
k=1

|x− rk|
3k

,

则对每一 k, 函数 fk(x) = |x−rk|
3k

在 [0, 1] 上连续, 且 |fk(x)| 6 1
3k
. 因此, 级数∑∞

k=1 fk(x) 在 [0, 1] 上一致收敛, 从而其和函数 f 在 [0, 1] 上也连续.
现证 f 在任一无理点 x0 ∈ [0, 1] 可微, 而在任一有理点 rk ∈ [0, 1] 不可微.
事实上, 若 x0 ∈ [0, 1] 是无理点, 则 x0 − rk ̸= 0 (k = 1, 2, · · · ). 由于函数 |x| 在

x ̸= 0 处可微, 因而当 x0 为无理点时,

f ′k(x0) = lim
x→0

fk(x0 + x)− fk(x0)

x

存在, 且由下式∣∣∣∣fk(x0 + x)− fk(x0)

x

∣∣∣∣ = 1

3k

∣∣∣∣ |x0 + x− rk| − |x0 − rk|
x

∣∣∣∣
6 1

3k
· |x0 + x− rk − (x0 − rk)|

|x|
=

1

3k
,

得到

|f ′k(x0)| 6
1

3k
,

从而级数
∑∞
k=1 f

′
k(x0) 收敛. 令

|gk(x)| =
∣∣∣∣fk(x0 + x)− fk(x0)

x

∣∣∣∣ ,
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则由于对任一 x, 恒有 |gk(x)| 6 1
3k
, 所以级数

∑∞
k=1 gk(x) 在任何区间上一致收敛. 于

是

f ′(x0) = lim
x→0

f(x0 + x)− f(x0)

x
= lim
x→0

∞∑
k=1

gk(x)

=

∞∑
k=1

lim
x→0

gk(x) =

∞∑
k=1

f ′k(x0),

这就证明了 f 在 x0 处可微.
若 x0 ∈ [0, 1] 是有理点, x0 = rk0 , 则当 k > k0 时, x0 ̸= rk, 于是仿照前面的证明

可知, 函数

h(x) =
∞∑

k=k0+1

|x− rk|
3k

在 x0 处可微. 而

f(x) =
1

3
|x− r1|+

1

32
|x− r2|+ · · ·+ 1

3k0−1
|x− rk0−1|+

1

3k0
|x− rk0 |+ h(x)

= f1(x) + f2(x) + · · ·+ fk0−1(x) + fk0(x) + h(x),

又 f1(x), f2(x), · · · , fk0−1(x) 在 x0 = rk0 处可微, h(x) 在 x0 = rk0 处也可微, fk0(x)
在 x0 = rk0 处不可微, 于是推知 f 在 x0 = rk0 处不可微.

28. 存在函数 f, 它在无穷多个点 x 处连续且在这些点处有 f ′(x) = 1, 而 |f | 也仅
在这些点处连续但均不可微.

下面的构造法属于 Andresen[24].
在开区间 (0, 1) 内定义函数 h 如下:

h(x) =

{
x, x 为有理数,
sinx, x 为无理数.

则 h 仅在 x = 0 处连续且可微, 显然, h′(0) = 1. 又, |h| 也仅在 x = 0 处连续, 但它在
该点不可微.

今定义函数 f :

f(x) =


x− 3

2k
, x 为有理数,

sin
(
x− 3

2k

)
, x 为无理数,

这里, x ∈
[

1
2k−1 ,

1
2k−2

)
, k = 2, 3, · · · . 于是, f 在点 x 连续当且仅当 x = 3

2k
, 且在这些

点处恒有 f ′(x) = 1. 又, |f | 在这些点且仅在这些点处连续. 但与 |x| 在 x = 0 处不可微

一样, |f | 在这些点处均不可微.
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29. 处处连续而无处可微的函数.
第一个无处可微的连续函数的例子是由 Weierstrass 给出的:

f(x) =
∞∑
n=0

bn cos(anπx),

此处 0 < b < 1, a 为一正奇数. 此级数在任何区间上都一致收敛, 所以 f 处处连续. 另
一方面, 若 ab > 1, 则由逐项微分得到的级数发散. 这个事实本身并没有证明 f 不可微,
但却提供了这方面的可能性. 我们将要证明: 若 ab > 1 + 3

2π, 则在任何点 x 处, 函数 f

都没有有限的导数.
首先, 我们有

f(x+ h)− f(x)

h
=

∞∑
n=0

bn
cos{anπ(x+ h)} − cos(anπx)

h

=
m−1∑
n=0

+
∞∑
n=m

= Sm +Rm.

因为

| cos{anπ(x+ h)} − cos(anπx)| = |anπh sin{anπ(x+ θh)}| 6 anπ|h|,

其中 0 < θ < 1. 所以

|Sm| 6
m−1∑
n=0

πanbn = π
ambm − 1

ab− 1
< π

ambm

ab− 1
.

其次, 我们给 h 以特定的数值, 而为 Rm 求一下限. 为此, 记

amx = αm + ζm,

此处 αm 为一整数, 而 −1
2 6 ζm < 1

2 . 命

h =
1− ζm
am

,

则有

0 < h 6 3

2am

及

anπ(x+ h) = an−mamπ(x+ h) = an−mπ(αm + 1).

因为 a 是奇数, 所以

cos{anπ(x+ h)} = cos{an−mπ(αm + 1)} = (−1)αm+1.
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又因

cos(anπx) = cos{an−mπ(αm + ζm)}

= cos(an−mπαm) cos(an−mπζm)

= (−1)αm cos(an−mπζm),

所以

Rm =
(−1)αm+1

h

∞∑
n=m

bn{1 + cos(an−mπζm)}.

由于上式右端的级数的每一项都是正的, 故若只取第一项, 便得

|Rm| > bm

|h|
>

2

3
ambm.

于是 ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ > |Rm| − |Sm| >
(
2

3
− π

ab− 1

)
ambm.

若 ab > 1 + 3
2π, 则括号内的因子取正值; 故当 m→ ∞, h→ 0 时, 不等式的右方趋向无

穷. 所以 f 在点 x 处不可微. 由于 x 是任取的, 因而 f 无处可微.

注 柳孟辉 [15] 只用了函数、连续性与可微性等几个必要的概念而构造了一个无

处可微的连续函数.

Faber[41] 做出了一个无处存在单侧导数 (有限或无穷) 的连续函数.
30. 处处连续而仅在一点可微的函数.
设 g是 (−∞,+∞)上的无处可微的连续函数. 令 f(x) = xg(x),则 f 是 (−∞,+∞)

上的连续函数. 由于

f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim
h→0

hg(h)

h
= lim
h→0

g(h) = g(0),

因而 f 在 x = 0 处可微且 f ′(0) = g(0). 当 x ̸= 0 时,

f(y)− f(x)

y − x
= x

g(y)− g(x)

y − x
+ g(y),

而 limy→x g(y) = g(x), g′(x) 不存在, 故由上面的等式可知, f ′(x) 不存在. 因此, f 仅在
x = 0 处可微.
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基本概念和主要结果

设 f 是定义在 [a, b] 上的函数, 对于 [a, b] 上任意取定的分划 ∆ : a = x0 < x1 <

· · · < xn = b 和任意取定 ζi ∈ [xi−1, xi], 做和数

σ =

n∑
i=1

f(ζi)∆xi,

其中 ∆xi = xi − xi−1. 设 λ(∆) 为 ∆xi (i = 1, 2, · · · , n) 中的最大数, 即

λ(∆) = max
16i6n

∆xi.

若当 λ(∆) → 0 时, 和数的极限存在, 且此极限值不依赖于 ζi 的选择, 也不依赖于对
[a, b] 的分划, 就称此极限值为 f 在 [a, b] 上的定积分, 记作∫ b

a

f(x)dx.

因为在历史上是 Riemann 首先在一般形式下给出这一定义, 所以在上述意义下的
定积分也叫作 Riemann 积分, 简称 (R) 积分或积分.

如果 f 在 [a, b] 上的定积分存在, 我们就说 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 简称 (R)
可积或可积.

可以证明, [a, b] 上的连续函数及单调有界函数在 [a, b] 上都可积.
应当注意, 单调函数可以有间断点, 但它的间断点的数目是有限个或者可数个 (参

看 [4]). 于是产生了这样的问题: 为了使有界函数仍然在 Riemann 意义下可积, 它可以
有多少间断点呢? Lebesgue 给出了这个问题的完整答案:

Lebesgue 定理 f 在闭区间 [a, b] 上可积的充要条件是 f 在 [a, b] 上有界并且几

乎处处连续, 即除了一个测度为零的集合外, f 在 [a, b] 上到处连续.
设 f 是 [a, b] 上的有界函数, 对于 [a, b] 的任意分划 ∆ : a = x0 < x1 < x2 < · · · <
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xn = b, 用 mi,Mi 表示 f 在子区间 [xi−1, xi] 上的下确界与上确界, 做和数

s∆ =
n∑
i=1

mi∆xi 和 S∆ =
n∑
i=1

Mi∆xi,

二者分别称为与分划 ∆ 相关的 Darboux 小 (大) 和数.
基本定理 设 f 是 [a, b] 上的有界函数, 则 f 在 [a, b] 上可积的充要条件是对于任

给 ε > 0, 存在分划 ∆, 使与之相应的大小和数之差

S∆ − s∆ < ε.

定积分基本性质:
1. 对任何常数 c 皆有

∫ b
a
cdx = c(b− a).

2. 若 f 与 g 皆在 [a, b] 上可积, 则对任意常数 α, β, αf + βg, f 与 g 皆在 [a, b] 上

可积, 且 ∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx.

3. 若 a < c < b, f 在 [a, c], [c, b] 上可积, 则 f 在 [a, b] 上也可积, 且∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

反之, 若 f 在 [a, b] 上可积, 则 f 在 [a, c] 与 [c, b] 上同时可积, 并成立上面的等式.
4. 若 f 在 [a, b] 上可积, 则 |f | 在 [a, b] 上也可积, 且∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|f(x)|dx.

5. 若 f 与 g 皆在 [a, b] 上可积, 且 f(x) 6 g(x) (a 6 x 6 b), 则∫ b

a

f(x)dx 6
∫ b

a

g(x)dx.

6. 若 f 在 [a, b] 上连续, 则函数 G(x) =
∫ x
a
f(t)dt 在 [a, b] 上可微, 且

G′(x) = f(x).

微积分学基本定理 (Newton-Leibniz 公式) 设 f 在 [a, b]上连续. 若 F 是 f 的

一个原函数, 即 F ′ = f, 则 ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).
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分部积分法则 若函数 f 和 g 在闭区间 [a, b] 上有连续导数 f ′ 和 g′, 则∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

g(x)f ′(x)dx.

变量替换公式 若 f(u) 在区间 [α, β] 上连续, u = φ(x) 适合下述条件:
(i) φ(x) 在 [a, b] 上有连续的导数;
(ii) 当 x 在 [a, b] 上变化时, 函数值 φ(x) 不超出 [α, β], 则∫ b

a

f [φ(x)]φ′(x)dx =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u)du.

积分第一中值定理 若函数 f 和 g 在 [a, b] 上可积, 并且 g 在 [a, b] 上不变号, 则∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx,

其中 m 6 µ 6 M,M = supa6x6b f(x),m = infa6x6b f(x). 特别地, 若 f 在 [a, b] 上连

续, 则有 ζ ∈ [a, b], 使 ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ζ)

∫ b

a

g(x)dx.

积分第二中值定理 若 g 在 [a, b] 上可积, f 在 [a, b] 上单调, 则有 ζ ∈ [a, b], 使∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ζ

a

g(x)dx+ f(b)

∫ b

ζ

g(x)dx.

若 g 在 [a, b] 上可积, f 递减且非负, 则有 ζ ∈ [a, b] 使∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ζ

a

g(x)dx.

若 g 在 [a, b] 上可积, f 递增且非负, 则有 ζ ∈ [a, b], 使∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(b)

∫ b

ζ

g(x)dx.

若函数 f 于每一有界区间 [a, b] 上可积, 则可定义∫ +∞

a

f(x)dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx. (1)

若函数 f 于点 b 的邻域内无界且于每一个区间 [a, b − ε) (ε > 0) 上是可积的,
则定义 ∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0

∫ b−ε

a

f(x)dx. (2)
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若极限 (1) ((2)) 存在且有限, 则对应的积分称为收敛的, 或称 f 在 [a,+∞) ([a, b])

上是广义可积的. 在相反的情形, 则称对应的积分为发散的, 或称 f 在 [a,+∞) ([a, b])

上不是广义可积的.
若 |f | 是广义可积的, 则称函数 f 的对应积分 (1) ((2)) 为绝对收敛 (或绝对可积)

的. 收敛而不绝对收敛的广义积分称为条件收敛的.
当所论广义积分收敛时, 相应的 Newton-Leibniz 公式、变量替换公式和分部积分

公式均成立.
Cauchy 准则

∫ b
a
f(x)dx (b 可取 ∞, 下同) 收敛的充要条件是对任意 ε > 0, 存在

δ (a < δ < b), 使当 δ < b′ < b′′ < b 时,∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

比较判别法 若 0 6 f(x) 6 g(x), 则∫ b
a
g(x)dx 收敛蕴涵

∫ b
a
f(x)dx 收敛;∫ b

a
f(x)dx 发散 ⇒

∫ b
a
g(x)dx 发散.

若 |f(x)| 6 F (x), 则∫ b

a

F (x)dx 收敛 ⇒
∫ b

a

f(x)dx 绝对收敛.

Dirichlet 判别法 如果

(i) g 单调且 limx→b g(x) = 0,

(ii)
∣∣∫ u
a
f(x)dx

∣∣ 6M,u ∈ [a, b),

则
∫ b
a
f(x)g(x)dx 收敛.
Abel 判别法 如果

(i)
∫ b
a
f(x)dx 收敛,

(ii) g 单调有界,
则
∫ b
a
f(x)g(x)dx 收敛.
无穷积分 ∫ +∞

−∞
f(x)dx

之值是当 A,A′ 独立地趋于 +∞ 时,
∫ A
−A′ f(x)dx 的极限值. 有时对于某些函数 f, 这样

的极限并不存在, 但是当 A = A′ 并令 A→ +∞ 时,
∫ A
−A f(x)dx 的极限存在, 称这极限

为 f 在 (−∞,+∞) 上积分的 Cauchy 主值, 记为

V. P.
∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

A→+∞

∫ A

−A
f(x)dx.
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同样, 对于 f 在 [a, b] 上无界, 而 c 是唯一奇点 (即 f 在点 c 的邻近无界) 的情形,
定义

V. P.
∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0

[∫ c−ε

a

f(x)dx+

∫ b

c+ε

f(x)dx

]
.

在这一章的某些问题和反例中, 还要涉及无穷级数的收敛和一致收敛等基本概念.

问 题

1. 计算积分
∫ 1

e−2nπ |(cos(ln 1
x ))

′|dx.

解∫ 1

e−2nπ

∣∣∣∣∣
(
cos
(
ln 1

x

))′
∣∣∣∣∣ dx =

∫ 1

e−2nπ

∣∣(cos ((lnx)))′∣∣ dx
=

∫ 1

e−2nπ

∣∣∣∣d cos(lnx)d lnx

∣∣∣∣ ∣∣∣∣d lnxdx

∣∣∣∣ dx
=

∫ 1

e−2nπ

∣∣∣∣d cos(lnx)d lnx

∣∣∣∣ d lnx =

∫ 0

−2nπ

∣∣∣∣d cos tdt

∣∣∣∣ dt
=

∫ 2nπ

0

|sin t| dt = 2n

∫ π

0

sin tdt = 4n.

2. 求
∫
E
| cosx|

√
sinxdx, 其中 E 为闭区间 [0, 4π] 中使被积式有意义的一切值所

成之集.

解 ∫
E

| cosx|
√
sinxdx =

∫ π

0

| cosx|
√
sinxdx+

∫ 3π

2π

| cosx|
√
sinxdx

=

∫ π
2

0

cosx
√
sinxdx+

∫ π

π
2

(− cosx)
√
sinxdx

+

∫ 5π
2

2π

cosx
√
sinxdx+

∫ 3π

5π
2

(− cosx)
√
sinxdx

= 4

∫ π
2

0

cosx
√
sinxdx =

8

3
(sinx) 3

2

∣∣∣∣π2
0

=
8

3
.

3. 证明 ∫ 2π

0

f(a cosx+ b sinx)dx = 2

∫ π
2

−π
2

f(
√
a2 + b2 sinx)dx.

证 当 a = b = 0 时, 上式两边都等于 2πf(0), 故只考虑
√
a2 + b2 ̸= 0 的情形. 引

入辅助角 α 使

a cosx+ b sinx =
√
a2 + b2 sin(x+ α).
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事实上, α 可由下列两式确定 (0 6 α < 2π) :

cosα =
b√

a2 + b2
, sinα =

a√
a2 + b2

.

于是 ∫ 2π

0

f(a cosx+ b sinx)dx =

∫ 2π

0

f(
√
a2 + b2 sin(x+ α))dx

=

∫ 2π+α

α

f(
√
a2 + b2 sin t)dt =

∫ 2π

α

+

∫ 2π+α

2π

,

这里略去了被积式 f(
√
a2 + b2 sin t)dt (以下同). 做代换 u = t − 2π, 则可得

∫ 2π+α

2π
=∫ α

0
, 故 ∫ 2π

0

f(a cosx+ b sinx)dx =

∫ 2π

α

+

∫ α

0

=

∫ 2π

0

f
(√

a2 + b2 sin t
)
dt

=

∫ π
2

0

+

∫ 3π
2

π
2

+

∫ 2π

3π
2

.

做代换 u = t− 2π, 可得
∫ 2π

3π
2

=
∫ 0

−π
2
. 做代换 u = π − t, 可得

∫ 3π
2

π
2

= −
∫ π− 3π

2

π−π
2

=
∫ π

2

−π
2
.

因此 ∫ 2π

0

f(a cosx+ b sinx)dx = 2

∫ π
2

−π
2

f(
√
a2 + b2 sinx)dx.

4. 计算
∫ 1

0
arctan x
1+x dx.

解 令 arctanx = π
4 − arctan t, 则

x = tan
(π
4
− arctan t

)
=

1− t

1 + t
, dx =

−2

(1 + t)2
dt.

故 ∫ 1

0

arctanx
1 + x

dx =

∫ 1

0

π

4
− arctan t
1 + t

dt

=
π

4

∫ 1

0

dt

1 + t
−
∫ 1

0

arctan t
1 + t

dt,

因此 ∫ 1

0

arctanx
1 + x

dx =
π

8

∫ 1

0

1

1 + t
dt =

π

8
ln 2.

5. 设 a1, b1 为任意取定的实数, 定义

an =

∫ 1

0

max{bn−1, x}dx (n = 2, 3, · · · ), (1)

bn =

∫ 1

0

min{an−1, x}dx (n = 2, 3, · · · ). (2)
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证明: {an} 与 {bn} 都收敛, 并求出它们的极限 ([22], 1957, p. 435–436).

证 由 (1), (2) 得

an >
∫ 1

0

xdx =
1

2
, bn 6

∫ 1

0

xdx =
1

2
(n = 2, 3, · · · ). (3)

代入 (1), (2) 中, 便可估计出:
an+1 6

∫ 1
2

0

1

2
dx+

∫ 1

1
2

xdx =
5

8
(n = 2, 3, · · · ),

bn+1 >
∫ 1

2

0

xdx+

∫ 1

1
2

1

2
dx =

3

8
(n = 2, 3, · · · ).

(4)

结合 (3), (4) 便知

1

2
6 an 6 5

8
,

3

8
6 bn 6 1

2
(n = 2, 3, · · · ). (5)

代入 (1), (2) 中, 可得 an, bn 的递推公式:

2an+1 = 2

(∫ bn

0

bndx+

∫ 1

bn

xdx

)
= 1 + b2n, (6)

2bn+1 = 2

(∫ an

0

xdx+

∫ 1

an

andx

)
= 2an − a2n (n = 2, 3, · · · ). (7)

由 (6), (7) 可得如下关系式:
an+2 − an+1 =

bn+1 + bn
2

(bn+1 − bn) (n = 2, 3, · · · ),

bn+1 − bn =
2− (an + an−1)

2
(an − an−1) (n = 2, 3, · · · ).

由此得

an+2 − an+1 =
bn+1 + bn

2
· 2− (an + an−1)

2
(an − an−1) (n = 2, 3, · · · ).

再由 (5) 可估计出

|an+2 − an+1| 6
1

4
|an − an−1| (n = 2, 3, · · · ).

反复利用这个估计式, 可得

|a2m+2 − a2m+1| 6
1

4m
|a2 − a1| (m = 1, 2, · · · ),

|a2m+3 − a2m+2| 6
1

4m
|a3 − a2| (m = 1, 2, · · · ).
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令 m→ ∞, 便得 a2m+2 − a2m+1 → 0, a2m+3 − a2m+2 → 0, 从而可推知 limn→∞ an 存

在. 同理推知 limn→∞ bn 存在. 设

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b.

由 (6), (7) 得 {
2a = 1 + b2,

2b = 2a− a2.

因此, a = 2−
√
2, b =

√
2− 1.

6. 设 x0 = 25, xn = arctanxn−1 (n = 1, 2, · · · ). 证明: 数列 {xn} 收敛, 并求出其
极限.

证 设 f(x) = arctanx. 当 x = 0 时, f(x) = 0; 当 x > 0 时, f ′(x) = 1
(1+x2) < 1.

因此, ∫ x

0

f ′(t)dt <

∫ x

0

dt,

即 f(x) < x. 故数列 {xn} 单调递减. 又, 对每一 n, xn > 0, 故 {xn} 收敛. 令
limn→∞ xn = a. 在 xn+1 = arctanxn 的两端取极限, 便得 a = arctan a. 因此 a = 0.

7. 设 Tn = 1
n

(
sin t

n + sin 2t
n + · · ·+ sin n−1

n t
)
. 证明

lim
n→∞

Tn =
1− cos t

t
.

证 把 [0, t] 分为 n 等分, 得

lim
n→∞

t

n

n∑
k=1

sin kt
n

=

∫ t

0

sinxdx = 1− cos t.

又因

lim
n→∞

sin t
n

= 0,

故

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

sin kt
n

=
1− cos t

t
.

8. 设

Pn =

{(
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)
· · ·
(
1 +

n

n

)} 1
n

.

证明

lim
n→∞

Pn =
4

e
.
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证 limn→∞ lnPn = limn→∞
1

n

{
ln
(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1 +

2

n

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

n

n

)}
=

∫ 1

0

ln(1 + x)dx = ln
(
4

e

)
,

故 limn→∞ Pn = 4
e .

9. 设 fn (n = 1, 2, · · · ) 在 [a, b] 上可积, 并且 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 f. 证明:
f 在 [a, b] 上可积.

证 对任给 ε > 0, 存在 n0, 当 n > n0 时, 对一切 x ∈ [a, b] 有

|fn(x)− f(x)| < ε

2
,

fn(x)−
ε

2
< f(x) < fn(x) +

ε

2
.

任取 [a, b] 的分划 T :

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xm = b,

有

mi(fn)−
ε

2
< mi(f) 6Mi(f) < Mi(fn) +

ε

2
,

其中 mi(fn) 与 Mi(fn) 分别代表 fn 在子区间 [xi−1, xi] 上的下确界与上确界. 故

ST − sT =

m∑
i=1

{Mi(f)−mi(f)}∆xi

6
m∑
i=1

{Mi(fn)−mi(fn)}∆xi + ε
m∑
i=1

∆xi

< ε+ ε(b− a),

从而 f 在 [a, b] 上可积.

10. 设函数 f 在 [a, b] 上可积, 并且∫ b

a

f(x)dx > 0.

证明存在区间 [α, β] ⊂ [a, b], 使 f(x) > 0, x ∈ [α, β].

证 (反证法) 若不然, 则对于 [a, b] 的任何子区间 [α, β] 都有点 ζ, 使 f(ζ) 6 0, 从

而对于 [a, b] 的任何分划 T :

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

在每个子区间 [xi−1, xi] 上都可找到一点 ζi, 使 f(ζi) 6 0. 再由 f 在 [a, b] 上的可积性,
知 ∫ b

a

f(x)dx = lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ζi)∆xi 6 0,
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此与题设矛盾.

11. 设 f 在 [0, 1] 上连续且恒大于零. 证明

ln
∫ 1

0

f(x)dx >
∫ 1

0

ln f(x)dx.

证 把区间 [0, 1] 等分成 n 个小区间, 在第 i 个小区间上任取一点 ζi (i = 1,

2, · · · , n), 由几何平均值不超过算术平均值公式, 得到
n∑
i=1

f(ζi)

n
> n

√√√√ n∏
i=1

f(ζi).

两边取自然对数:

ln
( n∑
i=1

f(ζi)

n

)
> ln n

√√√√ n∏
i=1

f(ζi) =
1

n

n∑
i=1

ln f(ζi).

两端取极限, 据定积分的定义得到

lim
n→∞

ln
( n∑
i=1

f(ζi)

n

)
> lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln f(ζi),

即

ln
∫ 1

0

f(x)dx >
∫ 1

0

ln f(x)dx.

12. 设函数 φ(x) 在闭区间 [A,B] 上连续, f(x) 在 [a, b] 上可积, 且当 a 6 x 6 b 时

A 6 f(x) 6 B. 证明函数 φ[f(x)] 在 [a, b] 上可积.

证 任给 ε > 0, 据函数 φ(x) 在 [A,B] 上的一致连续性, 存在 η > 0, 使得在 [A,B]

中长度小于 η 的任一闭区间上, 函数 φ(x)的振幅都小于 ε
2(b−a) .用 Ω表 φ(x)在 [A,B]

上的振幅. 由 f(x) 在 [a, b] 上可积性, 知必有 δ > 0 存在, 使对 [a, b] 的任一分划, 只要
max∆xi < δ, 就有

n−1∑
i=0

ωi(f)∆xi < η
ε

2Ω
,

其中 ωi(f) 表 f(x) 在 [xi, xi+1] 上的振幅.

下证对 [a, b] 的任一分划, 只要 max∆xi < δ, 就有

n−1∑
i=0

ωi[φ(f)]∆xi < ε.
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事实上, 将诸区间 [xi, xi+1] 分成两组, 第一组是满足 ωi(f) < η 的 (其下标以 “i′”
记之), 第二组是满足 ωi(f) > η 的 (下标以 “i′′” 记之). 于是

n−1∑
i=0

ωi[φ(f)]∆xi =
∑
i′

ωi′ [φ(f)]∆xi′ +
∑
i′′

ωi′′ [φ(f)]∆xi′′

<
ε

2(b− a)

∑
i′

∆xi′ +Ω
∑
i′′

∆xi′′ ,

但

ηε

2Ω
>

n−1∑
i=0

ωi(f)∆xi

=
∑
i′

ωi′(f)∆xi′ +
∑
i′′

ωi′′(f)∆xi′′

>
∑
i′′

ωi′′(f)∆xi′′ > η
∑
i′′

∆xi′′ ,

于是
n−1∑
i=0

ωi[φ(f)]∆xi <
ε

2(b− a)
(b− a) + Ω

ε

2Ω
= ε.

由此可知, φ[f(x)] 在 [a, b] 上可积.
13. 证明

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0.

证 对任给 ε > 0 (ε < 1), 0 < sin
(
π
2 − ε

)
< 1, 故有

lim
n→∞

sinn
(π
2
− ε
)
= 0.

于是存在 n0, 当 n > n0 时, 有 sinn
(
π
2 − ε

)
< ε. 因而当 n > n0 时,

0 6
∫ π

2

0

sinn xdx =

∫ π
2 −ε

0

sinn xdx+

∫ π
2

π
2 −ε

sinn xdx

6
∫ π

2 −ε

0

sinn
(π
2
− ε
)
dx+

∫ π
2

π
2 −ε

dx

6
∫ π

2 −ε

0

εdx+ ε 6
(π
2
+ 1
)
ε,

所以

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0.

14. 设 f 在 [a, b] 上可积. 证明 f 的连续点在 [a, b] 中是稠密的, 即对于任意区间
(α, β) ⊂ [a, b], 总存在一点 x0 ∈ (α, β), 使 f 在 x0 连续.
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证 首先指出, 若 f 在 [a, b] 上可积, 则对任给 ε > 0, 存在 [a, b] 的子区间 [a′, b′],

使得振幅

ω(a′, b′) = sup
x∈[a′,b′]

f(x)− inf
x∈[a′,b′]

f(x) < ε.

事实上, 如果上述结论不真, 则存在 ε0 > 0, 使对于 [a, b] 的任意分划, 有∑
i

ωi∆xi > ε0
∑
i

∆xi = ε0(b− a) > 0,

这与 f 在 [a, b] 上可积发生矛盾, 因此, 结论为真.
令 [a1, b1] 为区间 [a, b]. 因 f 在

[
a1 +

b1−a1
4 , b1 − b1−a1

4

]
上可积, 故存在区间

[a2, b2] ⊂
[
a1 +

b1−a1
4 , b1 − b1−a1

4

]
⊂ [a1, b1], 使

ω(a2, b2) <
1

2
.

同样, 存在区间 [a3, b3] ⊂
[
a2 +

b2−a2
4 , b2 − b2−a2

4

]
⊂ [a2, b2], 使

ω(a3, b3) <
1

3
.

这样继续下去, 得一串区间 [an, bn] (n = 1, 2, · · · ), 满足

a = a1 < a2 < · · · < an < · · · < bn < · · · < b2 < b1 = b,

并且 bn − an 6 b−a
2n−1 → 0 (n → ∞), ω(an, bn) <

1
n (n = 1, 2, · · · ). 由区间套定理, 存在

唯一 c ∈ (an, bn)(n = 1, 2, · · · ). 下面证明 f 在 c 点连续.
任给 ε > 0, 取正整数 n0 使 n0 >

1
ε . 再取 δ > 0 使 (c− δ, c+ δ) ⊂ [an0 , bn0 ]. 于是,

当 |x− c| < δ 时, 必有

|f(x)− f(c)| 6 ω(an0 , bn0) <
1

n0
< ε.

故 f 在点 x = c 连续.

15. 设 f 与 g 在 [a, b] 上可积. 证明 Cauchy-Schwarz 不等式:{∫ b

a

f(x)g(x)dx

}2

6
{∫ b

a

[f(x)]2dx

}{∫ b

a

[g(x)]2dx

}
.

证 对任何实数 t, 有 ∫ b

a

[tf(x) + g(x)]2dx > 0,

即

t2
∫ b

a

[f(x)]2dx+ 2t

∫ b

a

f(x)g(x)dx+

∫ b

a

[g(x)]2dx > 0.
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这是关于变量 t 的不等式, 左端是二次三项式, 于是其判别式{∫ b

a

f(x)g(x)dx

}2

−
∫ b

a

[f(x)]2dx

∫ b

a

[g(x)]2dx 6 0,

即 {∫ b

a

f(x)g(x)dx

}2

6
{∫ b

a

[f(x)]2dx

}{∫ b

a

[g(x)]2dx

}
.

16. 设函数 f 在 [0, π] 上连续, 且∫ π

0

f(θ) cos θdθ =
∫ π

0

f(θ) sin θdθ = 0.

证明存在 α, β ∈ (0, π), 使得 f(α) = f(β) = 0.

证 不妨设 f(x) ≡/ 0. 因∫ π

0

f(θ) sin θdθ = 0 且 sin θ > 0 (0 < θ < π),

故 f 在 [0, π]内必定变号. 由 f 的连续性可知,至少存在一点 α ∈ (0, π),使得 f(α) = 0.

假设 α 是 f 在 (0, π) 内的唯一零点, 则 f 在 (0, α) 与 (α, π) 内异号, 于是∫ π

0

f(θ) sin(θ − α)dθ ̸= 0.

另一方面, 又有∫ π

0

f(θ) sin(θ − α)dθ = cosα
∫ π

0

f(θ) sin θdθ − sinα
∫ π

0

f(θ) cos θdθ = 0,

矛盾. 因此, 至少存在两点 α, β ∈ (0, π) 使得 f(α) = f(β) = 0.

17. 设 f 在 [a, b] 上可积. 证明对任意 ε > 0, 存在 [a, b] 上的阶梯函数 p 和 q, 使对

一切 x ∈ [a, b] 恒有

p(x) 6 f(x) 6 q(x),

且 ∫ b

a

[q(x)− p(x)]dx < ε.

证 因 f 在 [a, b] 上可积, 故对任给 ε > 0, 存在分划 T, 使

ST − sT =
n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi < ε,
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其中∆xi = xi−xi−1,Mi = supxi−16x6xi
f(x),mi = infxi−16x6xi f(x) (i = 1, 2, · · · , n).

定义阶梯函数 p, q 如下:

p(x) =

{
mi, xi−1 6 x < xi (i = 1, 2, · · · , n− 1),

mn, xn−1 6 x 6 xn,

q(x) =

{
Mi, xi−1 6 x < xi (i = 1, 2, · · · , n− 1),

Mn, xn−1 6 x 6 xn.

显然, p(x) 6 f(x) 6 q(x), 且∫ b

a

[q(x)− p(x)]dx =
n∑
i=1

∫ xi

xi−1

[q(x)− p(x)]dx

=
n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi < ε.

18. 设 f 在 [a, b] 上可积. 证明对任给 ε > 0, 存在两个多项式 p 和 q, 使对一切

x ∈ [a, b] 恒有

p(x) 6 f(x) 6 q(x),

且 ∫ b

a

[q(x)− p(x)]dx < ε.

证 由本章问题 17 可知, 只要证明此命题对阶梯函数成立即可. 不妨设

f(x) =

{
1, x ∈ [α, β],

0, x ∈ [a, b]\[α, β].

任给 ε > 0, 取充分小的正数 η < ε
4(b−a+1) , 做函数

fη(x) =


1 + η, α 6 x 6 β,

η, a 6 x 6 α− η 或 β + η 6 x 6 b,

线性, α− η 6 x 6 α 或 β 6 x 6 β + η.

则有

fη(x)− f(x) > η, x ∈ [a, b],

且

0 <

∫ b

a

[fη(x)− f(x)]dx = η(α− η − a) + η(b− β − η) + η(1 + 2η) + η(β − α)

= η(b− a+ 1) <
ε

4
.
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因 fη 连续, 故据 Weierstrass 逼近定理 (参看第六章问题 22), 存在多项式 q(x), 使

对一切 x ∈ [a, b] 恒有

|fη(x)− q(x)| 6 η,

从而 f(x) 6 fη(x)− η 6 q(x). 于是∫ b

a

[q(x)− f(x)]dx 6
∫ b

a

|q(x)− fη(x)|dx+

∫ b

a

|fη(x)− f(x)|dx

6 η(b− a) +
ε

4
=
ε

2
.

同理可证存在多项式 p(x), 使对一切 x ∈ [a, b] 恒有

p(x) 6 f(x)

且 ∫ b

a

[f(x)− p(x)]dx <
ε

2
.

从而 ∫ b

a

[q(x)− p(x)]dx 6
∫ b

a

[q(x)− f(x)]dx+

∫ b

a

[f(x)− p(x)]dx

< ε.

19. 设 f 在 [a, b] 上可积. 证明等式∫ b

a

f2(x)dx = 0,

当且仅当对属于 [a, b] 内 f 连续的一切点 x 有 f(x) = 0 时方成立.

证 必要性: 设 f 在点 x0 连续,但 f(x0) ̸= 0,则存在 δ > 0, [x0−δ, x0+δ] ⊂ [a, b],

使当 |x− x0| < δ 时,

|f(x)| > |f(x0)|
2

.

于是 ∫ b

a

f2(x)dx >
∫ x0+δ

x0−δ
f2(x)dx >

δf2(x0)

2
> 0,

这与假设
∫ b
a
f2(x)dx = 0 矛盾.

充分性: 即要证明 f 在 [a, b] 上可积的条件下, 假设 f 在一切连续点 x0 处均有

f(x0) = 0, 则必有 ∫ b

a

f2(x)dx = 0.
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因 f 在 [a, b] 上可积, 故由本章问题 14 可知, f 在 [a, b] 上的全体连续点集 E

在 [a, b] 中稠密. 因此, 由 f(x0) = 0 便知, 对于 [a, b] 的任一分划, 均可适当地取
ζi ∈ [xi, xi+1], 使 f(ζi) = 0, 从而积分和

n−1∑
i=0

f2(ζi)∆xi = 0.

因此 ∫ b

a

f2(x)dx = lim
max∆xi→0

n−1∑
i=0

f2(ζi)∆xi = 0.

20. 设 f 在 [a, b] 上可积, 且∫ b

a

f(x)xndx = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ).

证明 f 在每一连续点处等于零.

证 因 f 在 [a, b] 上可积, 故存在 M > 0, 使 |f(x)| 6 M. 由本章问题 18, 对任给
ε > 0, 存在多项式 p, 使 ∫ b

a

|f(x)− p(x)|dx < ε.

又据题设, 有 ∫ b

a

f(x)p(x)dx = 0,

从而 ∫ b

a

f2(x)dx 6M

∫ b

a

|f(x)− p(x)|dx+

∫ b

a

f(x)p(x)dx < Mε.

因 ε 是任意常数, 故 ∫ b

a

f2(x)dx = 0.

由本章问题 19 知命题成立.

21. 设 f 在 [a, b] 上连续, 且∫ b

a

f(x)xkdx = 0 (k = 0, 1, 2, · · · , n− 1).

证明 f 或者恒等于零, 或者在 (a, b) 上至少改变 n 次符号.

证 不妨设 f 不恒为零, 我们用反证法证明. 假如 f 在 (a, b) 上至多只改变

n − 1 次符号, 那么必存在 k 个分点 {xk} (1 6 k 6 n − 1), 使 f 在每个小区间
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(a, x1), (x1, x2), · · · , (xk−1, xk), (xk, b) 上不恒为零, 且不改变符号, 但在相邻的两个区
间上符号相异. 因此, 函数

f(x)(x− x1)(x− x2) · · · (x− xk)

在 (a, b) 上保持同一符号, 又据题设知∫ b

a

f(x)(x− x1)(x− x2) · · · (x− xk)dx = 0 (1 6 k 6 n− 1),

从而 f(x)(x− x1) · · · (x− xk) ≡ 0, 即 f(x) ≡ 0, 这与 f 不恒为零矛盾.

22. 设函数 f 在闭区间 [A,B] 上可积. 证明 f 具有积分的连续性, 即

lim
h→0

∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)|dx = 0 (A < a < b < B).

证 对任给 ε > 0, 因 f 在 [A,B] 上可积, 故存在 [A,B] 上的连续函数 φ, 使∫ B

A

|f(x)− φ(x)|dx < ε

4
.

由于 φ 在 [A,B] 上一致连续, 故存在 δ > 0, 使当 x′, x′′ ∈ [A,B], |x′ − x′′| < δ 时,
恒有

|φ(x′)− φ(x′′)| < ε

2(b− a)
.

于是, 当 |h| < δ 时,∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)|dx 6
∫ b

a

|f(x+ h)− φ(x+ h)|dx

+

∫ b

a

|φ(x+ h)− φ(x)|dx+

∫ b

a

|φ(x)− f(x)|dx

6 2

∫ B

A

|f(x)− φ(x)|dx+

∫ b

a

|φ(x+ h)− φ(x)|dx

< 2 · ε
4
+

ε

2(b− a)
(b− a) = ε.

故

lim
h→0

∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)|dx = 0.

23. 设 f 在 [a, b] 上连续, 且对 [a, b] 上任何满足
∫ b
a
φ(x)dx = 0 的连续函数 φ, 都

有 ∫ b

a

f(x)φ(x)dx = 0.

证明 f 必为常值函数.
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证法 1 令

φ0(x) = f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx,

则 φ0 在 [a, b] 上连续, 且
∫ b
a
φ0(x)dx = 0, 故

∫ b

a

[
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

]
φ0(x)dx = 0. (1)

由题设得 ∫ b

a

f(x)φ0(x)dx = 0. (2)

再由 (1),(2) 得 ∫ b

a

[
f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

]
φ0(x)dx = 0,

即
∫ b
a
φ2
0(x)dx = 0, 故 φ0(x) ≡ 0, 即

f(x) ≡ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

证法 2 (反证法) 假如不然, 则有 x0, x1 ∈ (a, b), 使得

f(x0) > f(x1).

于是, 据 f 的连续性, 应有 δ > 0, 使得

(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ [a, b],

(x1 − δ, x1 + δ) ⊂ [a, b],

且有

inf
x∈(x0−δ,x0+δ)

f(x) > sup
x∈(x1−δ,x1+δ)

f(x).

我们令

φi(x) =

{
δ2 − (x− xi)

2, |x− xi| 6 δ (i = 0, 1),

0, 其他.

显然, φi 在 [a, b] 上连续, 且有∫ b

a

φ0(x)dx =

∫ b

a

φ1(x)dx > 0.
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令 φ(x) = φ0(x)− φ1(x), 则
∫ b
a
φ(x)dx = 0. 但却有∫ b

a

f(x)φ(x)dx =

∫ x0+δ

x0−δ
f(x)φ0(x)dx−

∫ x1+δ

x1−δ
φ1(x)f(x)dx

> inf
x∈(x0−δ,x0+δ)

f(x)

∫ x0+δ

x0−δ
φ0(x)dx

− sup
x∈(x1−δ,x1+δ)

f(x)

∫ x1+δ

x1−δ
φ1(x)dx

=

∫ b

a

φ0(x)dx

[
inf

x∈(x0−δ,x0+δ)
f(x)− sup

x∈(x1−δ,x1+δ)

f(x)

]
> 0.

这与题设发生矛盾. 因此, f 必为常值函数.

24. 设 f 在 [a, b] 上可积. 证明

lim
p→+∞

∫ b

a

f(x) sin pxdx = 0,

lim
p→+∞

∫ b

a

f(x) cos pxdx = 0.

证 对任意有界区间 [α, β] 有∣∣∣∣∣
∫ β

α

sin pxdx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos pα− cos pβ
p

∣∣∣∣ 6 2

p
.

设在 [a, b] 上 |f(x)| 6M. 任给 ε > 0, 则存在 [a, b] 的分划 T :

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

使 S(T, f)−s(T, f) < ε
2 ,其中 S(T, f)与 s(T, f)分别代表 f 关于 T 的上、下 Darboux

和. 于是当 p > 4nMε 时, 有∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) sin pxdx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

[f(xk) + f(x)− f(xk)] sin pxdx
∣∣∣∣∣

6
n∑
k=1

{
|f(xk)|

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

sin pxdx
∣∣∣∣∣+
∫ xk

xk−1

|f(x)− f(xk)|| sin px|dx
}

<
2nM

p
+ [S(T, f)− s(T, f)] <

2nM

p
+
ε

2
< ε.

因此,

lim
p→+∞

∫ b

a

f(x) sin pxdx = 0.



168 第四章 积 分

同理可证

lim
p→+∞

∫ b

a

f(x) cos pxdx = 0.

25. 设 f 是闭区间 [a, b] 上的连续正值函数. 令 M = maxa6x6b f(x). 证明

M = lim
n→∞

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx.

证 显然
n
√∫ b

a

[f(x)]ndx 6
n
√∫ b

a

Mndx =M
n
√
b− a,

所以

lim
n→∞

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx 6 lim
n→∞

M
n
√
b− a =M.

因 f 在 [a, b] 上连续, 故必存在 x0 ∈ [a, b], 使得 f(x0) = M. 不妨设 a < x0 < b, 则对

任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得 f(x) > M − ε(x0 6 x < x0 + δ), 故

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx >
n
√∫ x0+δ

x0

[f(x)]ndx

>
n
√∫ x0+δ

x0

(M − ε)ndx = (M − ε)
n
√
δ,

所以

lim
n→∞

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx > lim
n→∞

(M − ε)
n
√
δ =M − ε.

由 ε 的任意性, 得

lim
n→∞

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx >M > lim
n→∞

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx,

故

lim
n→∞

n
√∫ b

a

[f(x)]ndx =M.

26. 设 φ 和 f 都是区间 [a, b] 上的正值连续函数. 证明

lim
n→∞

n
√∫ b

a

φ(x)[f(x)]ndx = max
a6x6b

f(x).

证 令 maxa6x6b f(x) = f(ζ) (a 6 ζ 6 b). 任给 ε (0 < ε < f(ζ)), 存在 δ > 0, 当

|x− ζ| < δ 时就有

0 < f(ζ)− ε < f(x) 6 f(ζ).
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从而 ∫ ζ+δ

ζ−δ
[f(ζ)− ε]nφ(x)dx 6

∫ ζ+δ

ζ−δ
[f(x)]nφ(x)dx

6
∫ b

a

[f(x)]nφ(x)dx 6 [f(ζ)]n
∫ b

a

φ(x)dx.

所以

[f(ζ)− ε]n
∫ ζ+δ

ζ−δ
φ(x)dx 6

∫ b

a

[f(x)]nφ(x)dx

6 [f(ζ)]n
∫ b

a

φ(x)dx.

上式中若 ζ − δ < a, 则下限用 a 代替; 若 ζ + δ > b, 则上限用 b 代替. 于是

[f(ζ)− ε]

n
√∫ ζ+δ

ζ−δ
φ(x)dx 6

n
√∫ b

a

φ(x)[f(x)]ndx

6 f(ζ)

n
√∫ b

a

φ(x)dx.

令 n→ ∞, ε→ 0, 即得所证.

27. 设函数 φ 与 f 在区间 [a, b] 上正值连续. 证明

lim
n→∞

∫ b

a

φ(x)[f(x)]n+1dx∫ b

a

φ(x)[f(x)]ndx

= max
a6x6b

f(x).

证

In =

∫ b

a

φ(x)[f(x)]ndx =

∫ b

a

√
φ(x)[f(x)]

n−1
2

√
φ(x)[f(x)]

n+1
2 dx.

I2n 6
∫ b

a

φ(x)[f(x)]n−1dx

∫ b

a

φ(x)[f(x)]n+1dx = In−1In+1,

故
In+1

In
> In
In−1

.

因此, 数列
{
In+1

In

}
是递增的. 又

In+1

In
6 max
a6x6b

f(x)
In
In

= max
a6x6b

f(x),
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故
{
In+1

In

}
有界. 于是, limn→∞

In+1

In
存在, 且

lim
n→∞

In+1

In
= lim
n→∞

n
√
In.

由本章问题 26 知, limn→∞
n
√
In = maxa6x6b f(x), 故

lim
n→∞

∫ b

a

φ(x)[f(x)]n+1dx∫ b

a

φ(x)[f(x)]ndx

= max
a6x6b

f(x).

28. 证明: 不存在区间 [0, 1] 上的正值连续函数 f, 使得∫ 1

0

f(x)dx = 1,

∫ 1

0

f(x)xdx = α,

∫ 1

0

f(x)x2dx = α2,

此处 α 为给定的实数.

证 第一方程乘 α2, 第二方程乘 −2α, 第三方程乘 1, 相加得到∫ 1

0

f(x)(α− x)2dx = 0.

因此, f(x) ≡ 0. 可见对任何实数 α, 不存在满足上述方程的正值连续函数 f.

29. 设 f 在 (−∞,+∞) 上连续, 且满足

f(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

证明: 在 (−∞,+∞) 上 f 恒为零.

证 当 x = 0 时, f(0) = 0. 因 f 在 (−∞,+∞) 上连续, 故 f ′(x) = f(x), 即

df(x)

f(x)
= dx.

因而 ln f(x) = x+ lnC, f(x) = Cex. 由 f(0) = 0 得 C = 0, 故 f(x) ≡ 0.

30. 设 f 在 [a, b] 上连续, 且对任意区间 [α, β] ⊂ [a, b], 均有∣∣∣∣∣
∫ β

α

f(x)dx

∣∣∣∣∣ 6M(β − α)1+δ (M > 0, δ > 0).

证明 f(x) ≡ 0.
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证 (反证法) 假若存在 ζ ∈ [a, b] 而有 f(ζ) ̸= 0. 不妨设 ζ ∈ (a, b) 且 f(ζ) > 0. 因

f 连续, 故存在以 ζ 为中心的区间 [α, β] ⊂ [a, b], 使对任意 x ∈ [α, β], 都有 f(x) > 0.

令 βn = ζ + εn, αn = ζ − εn, εn > 0, limn→∞ εn = 0. 由积分中值定理得到∫ ζ+εn

ζ−εn
f(x)dx = 2f(ζn)εn, ζn ∈ (αn, βn).

又由题设 ∫ ζ+εn

ζ−εn
f(x)dx 6M(2εn)

1+δ,

故有 f(ζn) 6M(2εn)δ, 从而得到

f(ζ) = lim
n→∞

f(ζn) 6M lim
n→∞

(2εn)
δ = 0,

矛盾.

31. 设 f 在 (−∞,+∞) 上连续, 函数

φ(x) = f(x)

∫ x

0

f(t)dt

单调递减, 证明 f(x) ≡ 0.

证 令 F (x) =
∫ x
0
f(t)dt, 则 F (0) = 0, 且

φ(x) = f(x)

∫ x

0

f(t)dt = F ′(x)F (x),

因此 ∫ x

0

φ(t)dt =

∫ x

0

F ′(t)F (t)dt =
1

2
F 2(x).

又因 φ(0) = 0, φ 是递减的, 故无论 x 为正或为负, 总有∫ x

0

φ(t)dt 6 0,

即 1
2F

2(x) 6 0, 故 F (x) ≡ 0. 对 x 求导得 f(x) ≡ 0.

32. 设 f 在 (−∞,+∞) 上可微, f(0) = 0, 且 |f ′(x)| 6 |f(x)|, 证明 f(x) ≡ 0.

证法 1 任取 x0 ∈ (0,+∞), 因 f(0) = 0, 故

f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt.

于是

|f(x)| 6
∫ x

0

|f ′(t)|dt 6
∫ x

0

|f(t)|dt 6Mx, (1)
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其中 x ∈ [0, x0],M = max06t6x0 |f(t)|.

在 (1) 式中迭代可得

|f(x)| 6
∫ x

0

|f(t)|dt 6
∫ x

0

Mtdt =
M

2!
x2,

· · · · · · ,

|f(x)| 6 M

n!
xn (n = 1, 2, · · · ).

因此, |f(x)| 6 limn→∞
Mxn

n! = 0, 即 f 在 [0, x0] 上恒为零, 由 x0 的任意性便知 f 在

[0,+∞) 上恒为零. 同理, f 在 (−∞, 0] 上亦恒为零.

证法 2 对任意 ε > 0, 若 f 在 [0, 1 − ε] 上不恒为零, 则必有 x0 ∈ (0, 1 − ε]

使得 f(x0) ̸= 0, 且对任意 x ∈ [0, 1 − ε] 有 |f(x0)| > |f(x)|. 因此, 由 |f(x0)| =

|f(x0)− f(0)| = |f ′(ζ)|x0 (ζ ∈ (0, x0)) 知,

|f ′(ζ)| = |f(x0)|
|x0|

> |f(x0)|
1− ε

> |f(x0)| > |f(ζ)|,

与题设矛盾. 故于 [0, 1− ε] 上 f 恒为零. 由 f 的连续性及 ε 的任意性便知 f 于 [0, 1]

上恒为零.
对正整数 n0, 若已知 f 于 [0, n0] 上恒为零, 但于 [0, n0 + 1− ε] 上不恒为零, 则有

x1 ∈ (n0, n0 + 1− ε], 使

|f(x1)| = max
x∈[n0,n0+1−ε]

|f(x)| > 0.

而

|f(x1)| = |f(x1)− f(n0)| = |f ′(ζ1)|(x1 − n0)(ζ1 ∈ (n0, x1)),

故

|f ′(ζ1)| =
|f(x1)|

(x1 − n0)
> |f(x1)|

1− ε
> |f(x1)| > |f(ζ1)|,

矛盾. 于是在 [0, n0 + 1− ε] 上 f 恒为零. 由 ε > 0 的任意性及 f 的连续性, 又知 f 于

[0, n0 + 1] 上恒为零. 由归纳法知 f 于 [0,+∞] 上恒为零.
同理可证, f 于 (−∞, 0] 上亦恒为零.

33. 设 f 是 [a, b] 上存在一阶连续导数的非零函数, 且 f(a) = f(b) = 0, 证明存在

一点 c ∈ (a, b), 使得

|f ′(c)| > 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx.
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证 令 M = maxa6x6b |f ′(x)|. 由微分中值定理得到

f(x) = f ′(t)(x− a) 6M(x− a), a 6 x 6 a+ b

2
,

f(x) = f ′(s)(x− b) 6M(b− x),

a+ b

2
6 x 6 b, a < t < x, x < s < b.

因函数

g(x) =


M(x− a), a 6 x 6 a+ b

2
,

M(b− x),
a+ b

2
6 x 6 b

在 x = a+b
2 处是不可微的, 故不能同时有 f(x) = M(x − a)

(
a 6 x 6 a+b

2

)
与 f(x) =

M(b− x)
(
a+b
2 6 x 6 b

)
. 因此, 令 m = a+b

2 , 即得∫ b

a

f(x)dx < M

∫ m

0

(x− a)dx+M

∫ b

m

(b− x)dx

=M
(b− a)2

4
,

或者

M >
4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx.

34. 设 f 在 [0, 1] 上有连续的二阶导数, 且 f(0) = f(1) = 0, f(x) ̸= 0, x ∈ (0, 1).

证明 ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)f(x)

∣∣∣∣ dx > 4.

证 因 f(0) = f(1) = 0, 故由微分中值定理, 存在 ζ ∈ (0, 1) 使得 f ′(ζ) = 0.

我们在区间 [0, ζ] 和 [ζ, 1] 上分别估计 |f(x)| 之值. 当 x ∈ [0, ζ] 时, 因为

f ′(x) = −
∫ ζ

x

f ′′(x)dx, |f ′(x)| 6
∫ ζ

0

|f ′′(x)|dx, f(x) =

∫ x

0

f ′(x)dx,

所以

|f(x)| 6
∫ x

0

|f ′(x)|dx 6
∫ ζ

0

|f ′(x)|dx

= |f ′(ζ1)|ζ 6 ζ

∫ ζ

0

|f ′′(x)|dx,

即

|f(x)| 6 ζ

∫ ζ

0

|f ′′(x)|dx, x ∈ [0, ζ]. (1)
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当 x ∈ [ζ, 1] 时, 因为

f ′(x) =

∫ x

ζ

f ′′(x)dx, |f ′(x)| 6
∫ 1

ζ

|f ′′(x)|dx, f(x) = −
∫ 1

x

f ′(x)dx,

所以

|f(x)| 6
∫ 1

x

|f ′(x)|dx 6
∫ 1

ζ

|f ′(x)|dx

= (1− ζ)|f ′(ζ2)| 6 (1− ζ)

∫ 1

ζ

|f ′′(x)|dx,

即

|f(x)| 6 (1− ζ)

∫ 1

ζ

|f ′′(x)|dx, x ∈ [ζ, 1]. (2)

由 (1), (2) 得到∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)f(x)

∣∣∣∣ dx =

∫ ζ

0

∣∣∣∣f ′′(x)f(x)

∣∣∣∣ dx+

∫ 1

ζ

∣∣∣∣f ′′(x)f(x)

∣∣∣∣ dx
>
∫ ζ

0

|f ′′(x)|

ζ

∫ ζ

0

|f ′′(x)|dx
dx+

∫ 1

ζ

|f ′′(x)|

(1− ζ)

∫ 1

ζ

|f ′′(x)|dx
dx

=
1

ζ
+

1

1− ζ
=

1

ζ(1− ζ)
=

1

1

4
−
(
ζ − 1

2

)2 > 4.

35. 证明: 每个含有第一类间断点的函数都没有原函数.

证 设 x0 是函数 f 的第一类间断点——可去间断点或跳跃间断点. 假定 f 有原

函数 F, 则

F ′(x) =

{
f(x), x > x0,

f(x), x < x0.

当 x0 是 f 的可去间断点时,

f(x0) ̸= lim
x→x0

f(x),

故

F ′(x0) = lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x− x0
= lim
x→x0

f(ζ)

̸= f(x0) (ζ 在 x0 与 x 之间).

因此 F 不是 f 的原函数.
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当 x0 是 f 的跳跃间断点时,

f(x0 + 0) ̸= f(x0 − 0),

故

F ′
+(x0) = lim

x→x0+0

F (x)− F (x0)

x− x0
= lim
x→x0+0

f(ζ1) = f(x0 + 0).

同理可得 F ′
−(x0) = f(x0 − 0). 这说明 F ′(x0) 不存在, 更不能等于 f(x0). 因此, F

不是 f 的原函数.

36. 设 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 证明

lim
h→0

1

h

∫ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = f(x)− f(a).

证 因 f 在 [a, b] 上连续, 故在 [a, b] 上存在原函数, 设为 F. 于是

lim
h→0

1

h

∫ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = lim
h→0

1

h
[F (x+ h)− F (x)− F (a+ h) + F (a)]

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
− lim
h→0

F (a+ h)− F (a)

h

= F ′(x)− F ′(a) = f(x)− f(a).

37. 设 f 有连续的一阶导数, 且

0 < f ′(x) <
1

x2
(1 6 x < +∞).

证明 limn→∞ f(n) 存在.

证 由 f ′(x) > 0 知 f 在 [1,+∞) 上严格递增. 因

f(x)− f(1) =

∫ x

1

f ′(t)dt 6
∫ x

1

1

t2
dt = − 1

x
+ 1,

故 f(x) < f(1) + 1 (x > 1). 据单调有界原理, limn→∞ f(n) 存在.

38. 设 f 在 [0, 1] 上有连续的一阶导数, 且 f(0) = f(1) = 0. 证明∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 1

4
max
06x61

|f ′(x)|.

证 ∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)d

(
x− 1

2

)
= f(x)

(
x− 1

2

) ∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

(
x− 1

2

)
f ′(x)dx

= −
∫ 1

0

f ′(x)

(
x− 1

2

)
dx.
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由基本积分不等式得到∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′(x)∣∣∣∣ ∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ dx
6 max

06x61
|f ′(x)|

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ dx
= max

06x61
|f ′(x)|

(∫ 1
2

0

(
1

2
− x

)
dx+

∫ 1

1
2

(
x− 1

2

)
dx

)

=
1

4
max
06x61

|f ′(x)|.

39. 证明: 对 x > 0, 函数

f(x) =

∫ x

0

(t− t2) sin2n tdt

的最大值不超过 1
(2n+2)(2n+3) .

证 因 f ′(x) = (x−x2) sin2n x,故 f ′(x)与 x−x2 同号. 当 0 < x < 1时, f ′(x) > 0;

而当 x > 1 时, f ′(x) < 0, 故 f 在 x = 1 处取得最大值

f(1) =

∫ 1

0

(t− t2) sin2n tdt.

因为 sin2n t 6 t2n (0 6 t 6 1), 所以

f(1) 6
∫ 1

0

(t− t2)t2ndt =
1

(2n+ 2)(2n+ 3)
.

40. 设 f 在 [0, 1] 上连续, 且

∫ 1

0

f(x)dx = 0,

∫ 1

0

xf(x)dx = 0, · · · ,∫ 1

0

xn−1f(x)dx = 0,

∫ 1

0

xnf(x)dx = 1.

证明: 在 [0, 1] 的某个子集上有 |f(x)| > 2n(n+ 1).

证 由给定的条件可知

∫ 1

0

(
x− 1

2

)n
f(x)dx = 1.
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假如结论不成立, 则在 [0, 1] 上处处有 |f(x)| < 2n(n+ 1). 于是

1 =

∣∣∣∣∫ 1

0

(
x− 1

2

)n
f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n |f(x)|dx
< 2n(n+ 1)

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n dx
= 2n(n+ 1)

[∫ 1
2

0

(−1)n
(
x− 1

2

)n
dx+

∫ 1

1
2

(
x− 1

2

)n
dx

]

= 2n(n+ 1)

[(
1

2

)n+1
1

n+ 1
((−1)n + 1)

]

=
1

2
[(−1)n + 1] 6 1,

从而导致矛盾.

41. 设 f 是 [a, b] 上的连续非负函数, 且∫ b

a

f(x)dx = 1.

证明 (∫ b

a

f(x) cos kxdx
)2

+

(∫ b

a

f(x) sin kxdx
)2

6 1,

其中 k 为任意实数.

证 因 | cos kx+ i sin kx| = 1 = | cos kx− i sin kx|, 故(∫ b

a

f(x) cos kxdx
)2

+

(∫ b

a

f(x) sin kxdx
)2

=

[∫ b

a

f(x) cos kxdx+i
∫ b

a

f(x) sin kxdx
]

[∫ b

a

f(x) cos kxdx− i

∫ b

a

f(x) sin kxdx
]
=

[∫ b

a

f(x)(cos kx+ i sin kx)dx
]

[∫ b

a

f(x)(cos kx− i sin kx)dx
]
6
∫ b

a

|f(x)|| cos kx+ i sin kx|dx

∫ b

a

|f(x)|| cos kx− i sin kx|dx=
∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

f(x)dx = 1.

42. 设 f 在 (−∞,+∞) 上二次可微且 f ′′(x) > 0, 又 φ 在 [0, a](a > 0) 上连续. 证
明

1

a

∫ a

0

f [φ(t)]dt > f

[
1

a

∫ a

0

φ(t)dt

]
.
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证 令 x0 = 1
a

∫ a
0
φ(t)dt. 据 Taylor 公式,

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
(x− x0)

2

2!
f ′′(ζ)

> f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

因上式对任何 x 均成立, 故

f [φ(t)] > f(x0) + f ′(x0)(φ(t)− x0),

从而有 ∫ a

0

f [φ(t)]dt >
∫ a

0

[f(x0) + f ′(x0)(φ(t)− x0)]dt

= af(x0) + f ′(x0)

∫ a

0

φ(t)dt− x0af
′(x0)

= af(x0) + x0af
′(x0)− x0af

′(x0) = af(x0).

即
1

a

∫ a

0

f [φ(t)]dt > f

[
1

a

∫ a

0

φ(t)dt

]
.

43. 设函数 f0 在 [0, 1] 上可积, 且 f0(x) > 0. 定义函数列

fn(x) =

√∫ x

0

fn−1(t)dt (n = 1, 2, · · · ).

试求 limn→∞ fn(x) (0 6 x 6 1).

解 设 0 < δ < 1. 因 f0 在 [0, 1] 上可积且 f0(x) > 0, 故

f1(x) =

√∫ x

0

f0(t)dt

是 [0, 1] 上的连续函数. 于是存在正数 m,M 使得

m 6 f1(x) 6M.

对任一正整数 n, 用数学归纳法可以证明

m
1
2n an(x− δ)1−

1
2n 6 fn+1(x) 6M

1
2n anx

1− 1
2n ,

其中

an =

(
2

22 − 1

) 1

2n−1
(

22

23 − 1

) 1

2n−2

· · ·
(

2n−1

2n − 1

) 1
2

.
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因为

ln an =
1

2n−1
ln 2

22 − 1
+

1

2n−2
ln 22

23 − 1
+ · · ·+ 1

2
ln 2n−1

2n − 1
(n = 1, 2, · · · ),

所以根据 Toeplitz 定理 (容易验证此时定理中的条件全部满足) 有

lim
n→∞

ln an = lim
n→∞

ln 1

2− 1

2n−1

= ln 1

2
,

于是

lim
n→∞

M
1
2n anx

1− 1
2n =

x

2
,

lim
n→∞

m
1
2n an(x− δ)1−

1
2n =

x− δ

2
.

由 δ 的任意性即知对一切 x ∈ (0, 1] 有

lim
n→∞

fn+1(x) =
x

2
.

又因 fn+1(0) = 0 (n = 1, 2, · · · ), 所以对一切 x ∈ [0, 1] 有

lim
n→∞

fn+1(x) =
x

2
.

44. 设 f 在 [a, b] 上有连续的导函数, 且 f(a) = 0. 证明

(i) M2 6 (b− a)
∫ b
a
[f ′(x)]2dx, 其中 M = maxa6x6b |f(x)|.

(ii)
∫ b
a
f2(x)dx 6 (b−a)2

2

∫ b
a
[f ′(x)]2dx.

证 (i) 由于 ∫ x

a

f ′(t)dt = f(x)− f(a) = f(x),

因此

f2(x) =

(∫ x

a

f ′(t)dt

)2

6
∫ x

a

12dt

∫ x

a

[f ′(t)]2dt

= (x− a)

∫ x

a

[f ′(t)]2dt 6 (b− a)

∫ b

a

[f ′(t)]2dt

从而有

M2 6 (b− a)

∫ b

a

[f ′(t)]2dt.

(ii) 由上式得 ∫ b

a

f2(x)dx 6
∫ b

a

(x− a)dx

∫ b

a

[f ′(x)]2dx

=
(b− a)2

2

∫ b

a

[f ′(x)]2dx.
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45. 设函数 f 在 [0, 1] 上连续, 且满足

0 < m 6 f(x) 6M.

证明 (∫ 1

0

dx

f(x)

)(∫ 1

0

f(x)dx

)
6 (m+M)2

4mM
.

证 因为
(f(x)−m)(f(x)−M)

f(x)
6 0 (0 6 x 6 1),

即

f(x)− (m+M) +
mM

f(x)
6 0,

故 ∫ 1

0

f(x)dx+mM

∫ 1

0

dx

f(x)
6 m+M.

令 u = mM
∫ 1

0
dx
f(x) , 则 ∫ 1

0

f(x)dx+ u 6 m+M,

或

u

∫ 1

0

f(x)dx 6 (m+M)u− u2.

因函数 g(u) = (m+M)u− u2 在 u = m+M
2 时取得最大值 (m+M)2

4 , 故

u

∫ 1

0

f(x)dx 6 (m+M)2

4
,

即 (∫ 1

0

f(x)dx

)(∫ 1

0

dx

f(x)

)
6 (m+M)2

4mM
.

46. 设函数 f 在 [0, 1] 上连续可微. 证明

|f(x)| 6
∫ 1

0

(|f(t)|+ |f ′(t)|)dt.

证 由分部积分公式有∫ x

0

tf ′(t)dt = xf(x)−
∫ x

0

f(t)dt,∫ 1

x

(t− 1)f ′(t)dt = −xf(x) + f(x)−
∫ 1

x

f(t)dt.

相加得 ∫ x

0

tf ′(t)dt+

∫ 1

x

tf ′(t)dt−
∫ 1

x

f ′(t)dt = f(x)−
∫ 1

0

f(x)dx,
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即

f(x) =

∫ x

0

tf ′(t)dt+

∫ 1

x

[tf ′(t)− f ′(t)]dt+

∫ 1

0

f(x)dx,

从而有

|f(x)| 6
∫ x

0

|f ′(t)|dt+
∫ 1

x

|f ′(t)|dt+
∫ 1

0

|f(t)|dt

=

∫ 1

0

|f ′(t)|dt+
∫ 1

0

|f(t)|dt.

47. 设实数 a0, a1, · · · , an 满足条件

a0
1

+
a1
2

+ · · ·+ an−1

n
+

an
n+ 1

= 0.

证明方程 a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0 在 (0, 1) 内至少有一个实根.

证法 1 令

F (x) = a0x+
1

2
a1x

2 + · · ·+ 1

n+ 1
anx

n+1,

则 F 在 [0, 1] 上连续、可微, 且 F (0) = F (1) = 0, 故由 Rolle 定理, 在 (0, 1) 内至少有

一点 ζ 使 F ′(ζ) = 0, 即

a0 + a1ζ + · · ·+ anζ
n = 0.

因此, ζ 是方程 a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0 的一个实根.

证法 2 设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, 则∫ 1

0

f(x)dx =
a0
1

+
a1
2

+ · · ·+ an
n+ 1

= 0.

由积分中值定理, 存在 ζ ∈ (0, 1) 使得

f(ζ) =

∫ 1

0

f(x)dx = 0,

即 f(x) = 0 在 (0, 1) 内有一实根.

48. 设 f 在 [0,+∞) 上连续可微, 且

lim
x→+∞

[f ′(x) + f(x)] = 0.

证明

lim
x→+∞

f(x) = 0 ([22], 1980,p. 396).

证 令 F (x) = f ′(x) + f(x). 任给 ε > 0, 由题设, 存在 x0 > 0, 使当 x > x0 时有

|F (x)| = |f ′(x) + f(x)| < ε

2
. (1)
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又 exF (x) = [exf(x)]′, 将此式从 x0 到 x 积分, 得到

exf(x) = ex0f(x0) +

∫ x

x0

etF (t)dt,

即

f(x) =

ex0f(x0) +

∫ x

x0

etF (t)dt,

ex
. (2)

由 (1), (2), 得到

|f(x)| 6 e−x
[
ex0 |f(x0)|+

ε

2

∫ x

x0

etdt

]
= e−x+x0 |f(x0)|+

ε

2
− ε

2
e−x+x0

< e−x+x0 |f(x0)|+
ε

2
.

取 n0 > x0 使 e−n0+x0 |f(x0)| < ε
2 , 则当 x > n0 时有 e−x+x0 |f(x0)| < ε

2 . 于是, 当
x > n0 > x0 时 |f(x)| < ε, 故

lim
x→+∞

f(x) = 0.

49. 在闭区间 [0, 2] 上是否存在满足下列条件的函数 f? f 连续可微, 并且

f(0) = f(2) = 1, |f ′(x)| 6 1,

∣∣∣∣∫ 2

0

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 1.

解 假如存在满足所给条件的函数 f, 那么当 x ∈ (0, 2) 时, 由微分中值定理得到

f(x) = 1 + f ′(ζ1)x = 1 + f ′(ζ2)(2− x),

这里 ζ1 ∈ (0, x), ζ2 ∈ (x, 2). 由此分别得到

f(x) > 1− x, f(x) > x− 1,

及 ∫ 1

0

f(x)dx >
∫ 1

0

(1− x)dx =
1

2
,∫ 2

1

f(x)dx >
∫ 2

1

(x− 1)dx =
1

2
,

并且等式不可能同时成立, 因为如果 f(x) = 1−x(0 6 x 6 1) 与 f(x) = x− 1 (1 6 x 6
2) 同时成立, 那么将导致 f 在 x = 1 不可微的矛盾. 因此∫ 2

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx+

∫ 2

1

f(x)dx > 1.

但这又与最后一个条件矛盾.
综上所述, 可见不存在满足所提出的诸条件的函数.
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50. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的正值连续函数, 且 f(−x) = f(x). 令

g(x) =

∫ a

−a
|x− t|f(t)dt (−a 6 x 6 a, a > 0).

(i) 证明 g′ 在 [−a, a] 上严格递增.
(ii) 求使 g(x) 在 [−a, a] 上取得最小值的点 x.

(iii) 若 g 的最小值 (它依赖于 a) 等于 f(a)− a2 − 1, 求 f(x).

证 (i)

g(x) =

∫ x

−a
(x− t)f(t)dt−

∫ a

x

(x− t)f(t)dt

= x

∫ x

−a
f(t)dt−

∫ x

−a
tf(t)dt+ x

∫ x

a

f(t)dt−
∫ x

a

tf(t)dt.

因 f 连续, 故上式各项均可微, 得

g′(x) =

∫ x

−a
f(t)dt+

∫ x

a

f(t)dt,

g′′(x) = 2f(x) > 0.

因此, g′ 在 [−a, a] 上是严格递增的.
(ii)

g′(−a) = −
∫ a

−a
f(t)dt < 0,

g′(a) =

∫ a

−a
f(t)dt > 0,

而 g′ 是严格递增的, 故 g′(x) = 0 在 [−a, a] 上有唯一解. 又 f(−t) = f(t), 故∫ 0

−a
f(t)dt =

∫ a

0

f(t)dt.

因此 g′(0) = 0, 即 g′(x) = 0 的唯一实根是 x = 0. 又知当 −a 6 x < 0 时, g′(x) < 0, 而

当 0 < x 6 a 时, g′(x) > 0, 故 g(0) 是最小值.
(iii)

g(0) = −
∫ 0

−a
tf(t)dt−

∫ 0

a

tf(t)dt

=

∫ a

0

tf(t)dt+

∫ a

0

tf(t)dt = 2

∫ a

0

tf(t)dt.

又因 g(0) = f(a)− a2 − 1, 故得

2

∫ a

0

tf(t)dt = f(a)− a2 − 1.
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此式对一切 a > 0 均成立, 令 a→ 0+, 则 f(0)− 1 = 0, 故 f(0) = 1. 对 a 微分, 得

2af(a) = f ′(a)− 2a,

即
f ′(a)

f(a) + 1
= 2a, ln(f(a) + 1) = a2 + C.

由 f(0) = 1 得 C = ln 2, 于是 f(a) = 2ea
2 − 1, 即

f(x) = 2ex
2

− 1.

51. 设函数 φk(x) (k = 1, 2, · · · ) 在 [0, 1] 上连续, 且对每一 k, 有∫ 1

0

φ2
k(x)dx = 1.

证明对任意正整数 n,存在实数 c1, · · · , cn,满足
∑n
k=1c

2
k=1,且max06x61

∑n
k=1ckφk(x)>√

n.

证 由题设知对任意正整数 n, 都有

n∑
k=1

∫ 1

0

φ2
k(x)dx = n,

即 ∫ 1

0

[
n∑
k=1

φ2
k(x)

]
dx = n.

由积分中值定理, 存在 ζ ∈ [0, 1] 使
∑n
k=1 φ

2
k(ζ) = n. 令

ck = φk(ζ)/

(
n∑
k=1

φ2
k(ζ)

) 1
2

(k = 1, 2, · · · , n),

则
∑n
k=1 c

2
k = 1, 且

max
06x61

n∑
k=1

ckφk(x) >
n∑
k=1

ckφk(ζ) =

√√√√ n∑
k=1

φ2
k(ζ) =

√
n.

52. 设 a > 0, f(x) 在 [0, a] 上连续可微. 证明

|f(0)| 6 1

a

∫ a

0

|f(x)|dx+

∫ a

0

|f ′(x)|dx.

证 由积分第一中值定理知∫ a

0

f(x)dx = f(ζ)a, 0 < ζ < a.
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又

f(ζ)− f(0) =

∫ ζ

0

f ′(x)dx,

因此

|f(0)| 6 |f(ζ)|+

∣∣∣∣∣
∫ ζ

0

f ′(x)dx

∣∣∣∣∣
6
∣∣∣∣1a
∫ a

0

f(x)dx

∣∣∣∣+ ∫ a

0

|f ′(x)|dx

6 1

a

∫ a

0

|f(x)|dx+

∫ a

0

|f ′(x)|dx.

53. 设 f 在 [0, 1] 上可微, 且满足

f(1)− 2

∫ 1
2

0

xf(x)dx = 0.

证明: 至少存在一点 ζ ∈ (0, 1), 使得

f ′(ζ) = −f(ζ)
ζ

.

证 因 f(1)− 2
∫ 1

2

0
xf(x)dx = 0, 故由积分第一中值定理, 存在 η ∈

[
0, 12

]
使得

f(1)− 2ηf(η)
1

2
= 0,

即 ηf(η) = f(1). 欲证 f ′(ζ) = − f(ζ)
ζ , 只要证明 [xf(x)]′|x=ζ = 0 即可. 为此, 令

F (x) = xf(x).

显然, F 在 [η, 1] 上连续, 在 (η, 1) 内可微, 且 F (η) = F (1). 于是由 Rolle 定理可知, 存
在 ζ ∈ (η, 1), 使得 F ′(ζ) = 0, 即

f ′(ζ) = −f(ζ)
ζ

.

54. 设 f(t) 在 a 6 t 6 x 上连续, 则存在 c, 使 a < c < x, 且∫ x

a

f(t)dt = f(c)(x− a).

证明: 若 f 在点 a 可微且 f ′(a) ̸= 0, 则当 x 逼近 a 时, c 逼近 a 与 x 的中点, 即

lim
x→a

c− a

x− a
=

1

2
.
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证 考虑

I = lim
x→a

∫ x

a

f(t)dt− xf(a) + af(a)

(x− a)2

由积分中值定理, 得

I = lim
x→a

f(c)(x− a)− f(a)(x− a)

(x− a)2

= lim
x→a

f(c)− f(a)

x− a

= lim
x→a

f(c)− f(a)

c− a
· c− a

x− a

= f ′(a) lim
x→a

c− a

x− a
.

另一方面, 应用 L’Hospital 法则, 得到

I = lim
x→a

f(x)− f(a)

2(x− a)
=
f ′(a)

2
.

因此

lim
x→a

c− a

x− a
=

1

2
.

这个问题是由 Jacobson[48] 提出并证明的.

55. 设 f 是 [0, 1] 上的递减函数. 证明对于 0 < α < β 6 1, 下列不等式成立:∫ α

0

f(x)dx > α

β

∫ β

α

f(x)dx.

证 因 f 在 [0, 1] 上递减, 故有∫ α

0

f(x)dx > αf(α),∫ β

α

f(x)dx 6 (β − α)f(α).

因此
1

α

∫ α

0

f(x)dx > f(α) > 1

β − α

∫ β

α

f(x)dx.

由此得到 (
β

α
− 1

)∫ α

0

f(x)dx >
∫ β

α

f(x)dx,

即 (
1− α

β

)∫ α

0

f(x)dx > α

β

∫ β

α

f(x)dx.
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由 0 < α < β 6 1 知 1−α
β < 1, 于是∫ α

0

f(x)dx > α

β

∫ β

α

f(x)dx.

56. 设 n, k 为正整数, 且 1 6 k 6 n. 证明

2

n
ln
(
1 +

k − 1

n
π

)
6
∫ k

nπ

k−1
n π

| sinnx| ln(1 + x)dx

6 2

n
ln
(
1 +

k

n
π

)
,

并求

lim
n→∞

∫ π

0

| sinnx| ln(1 + x)dx.

证 因当 x > 0 时, lnx 是递增函数, 故当 k−1
n π 6 x 6 k

nπ 时, 有

ln
(
1 +

k − 1

n
π

)
6 ln(1 + x) 6 ln

(
1 +

k

n
π

)
.

又 | sinnx| > 0, 故∫ k
nπ

k−1
n π

| sinnx| ln
(
1 +

k − 1

n
π

)
dx 6

∫ k
nπ

k−1
n π

| sinnx| ln(1 + x)dx

6
∫ k

nπ

k−1
n π

| sinnx| ln
(
1 +

k

n
π

)
dx.

而 ∫ k
nπ

k−1
n π

| sinnx|dx =
1

n

∫ kπ

(k−1)π

| sin t|dt = 2

n
,

所以

2

n
ln
(
1 +

k − 1

n
π

)
6
∫ k

nπ

k−1
n π

| sinnx| ln(1 + x)dx

6 2

n
ln
(
1 +

k

n
π

)
.

取 k = 1, 2, · · · , n, 并边边相加, 得

2

π

n∑
k=1

π

n
ln
(
1 +

k − 1

n
π

)
6
∫ π

0

| sinnx| ln(1 + x)dx

6 2

π

n∑
k=1

π

n
ln
(
1 +

k

n
π

)
.
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上式两端分别是函数 2
π lnx 在区间 [1, 1 + π] 上的积分小和与大和, 因此, 令 n→ ∞ 便

得

lim
n→∞

∫ π

0

| sinnx| ln(1 + x)dx =
2

π

∫ 1+π

1

lnxdx

=
2(1 + π)

π
ln(1 + π)− 2.

57. 设 f 在区间 [0, π] 上连续, 求

lim
n→∞

∫ π

0

| sinnx|f(x)dx.

解

lim
n→∞

∫ π

0

| sinnx|f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

∫ k
nπ

k−1
n π

| sinnx|f(x)dx

= lim
n→∞

n∑
k=1

f(ξnk)

∫ k
nπ

k−1
n π

| sinnx|dx

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(ξnk)

∫ kπ

(k−1)π

| sin t|dt

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(ξnk)

∫ π

0

sin tdt

= lim
n→∞

2

π

π

n

n∑
k=1

f(ξnk) =
2

π

∫ π

0

f(x)dx.

58. 设 f 在 [−1, 1] 上连续. 证明

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(x)dx = πf(0).

证 因

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
dx = lim

h→0+
arctan x

h

∣∣∣∣1
−1

=
π

2
+
π

2
= π,

故只需证明

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)]dx = 0. (1)

而 ∣∣∣∣∣
∫ −

√
h

−1

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)]dx

∣∣∣∣∣ 6 2M

∫ −
√
h

−1

h

h2 + x2
dx = 2M arctan x

h

∣∣∣∣−
√
h

−1

→ 0 (h→ 0+), (2)
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同理, ∣∣∣∣∫ 1

√
h

h

x2 + h2
[f(x)− f(0)]dx

∣∣∣∣→ 0 (h→ 0+). (3)

又由积分第一中值定理, 得到∫ √
h

−
√
h

h

h2 + x2
[f(x)− f(0)]dx = [f(ξ)− f(0)] arctan x

h

∣∣∣∣
√
h

−
√
h

→ 0 ·
(π
2
+
π

2

)
= 0 (h→ 0+). (4)

由 (2), (3), (4) 知 (1) 成立.

59. 设函数 f 在 [a, b] 上可积, g 以 T 为周期且在 [0, T ] 上可积. 证明

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)g(nx)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx

∫ b

a

f(x)dx.

证 设 g(x) > 0, x ∈ [0, T ], 取正整数 m, 使 [a, b] ⊂ [−mT,mT ], 做辅助函数

F (x) =

{
f(x), x ∈ [a, b]

0, x ∈ [−mT,mT ]\[a, b].

易知, 下列积分及积分等式∫ b

a

f(x)g(nx)dx =

∫ mT

−mT
F (x)g(nx)dx (n = 1, 2, · · · ),

1

T

∫ T

0

g(x)dx

∫ b

a

f(x)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx

∫ mT

−mT
F (x)dx

是存在和成立的.
将区间 [−mT,mT ] 2mn 等分, 得分划 L : −mn

n T < −mn−1
n T < · · · < −T

n < 0 <
T
n < · · · < mn−1

n T < mn
n T, 于是∫ b

a

f(x)g(nx)dx =

∫ mT

−mT
F (x)g(nx)dx

=
mn−1∑
k=−mn

∫ k+1
n T

k
nT

F (x)g(nx)dx.

显然, F (x), g(nx) 在区间
(
k
nT,

k+1
n T

)
上可积, 且 g(nx) > 0, F (x) 在

(
k
nT,

k+1
n T

)
上必

有上确界 Mk 和下确界 mk, 故由积分第一中值定理, 有 ck ∈ [mk,Mk] 使∫ k+1
n T

k
nT

F (x)g(nx)dx = ck

∫ k+1
n T

k
nT

g(nx)dx =
ck
n

∫ T

0

g(t+ kT )dt =
ck
n

∫ T

0

g(x)dx,

k = −mn,−mn+ 1, · · · ,mn− 1.
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代入上式得 ∫ b

a

f(x)g(nx)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx
mn−1∑
k=−mn

ck
T

n
.

由于
∑mn−1
k=−mn ck

T
n 介于 F (x) 在分划 L 上的 Darboux 大、小和之间, 故当 n→ ∞ 时

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)g(nx)dx =
1

T

∫ T

0

g(x)dx lim
n→∞

mn−1∑
k=−mn

ck
T

n

=
1

T

∫ T

0

g(x)dx

∫ mT

−mT
F (x)dx

=
1

T

∫ T

0

g(x)dx

∫ b

a

f(x)dx.

若去掉 g(x) > 0 这个限制, 设

g(x) =
|g(x)|+ g(x)

2
− |g(x)| − g(x)

2
,

则分别由上面已证结果, 易知结论正确.

60. 设 f 在 [0, 1] 上连续, 又

s(x) = 4[x]− 2[2x] + 1.

证明

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)s(nx)dx = 0.

证

s(x+ 1) = 4[x+ 1]− 2[2(x+ 1)] + 1

= 4[x] + 4− 2[2x]− 4 + 1

= s(x).

由本章问题 59 知

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)s(nx)dx =

∫ 1

0

s(x)dx

∫ 1

0

f(x)dx

=

{∫ 1

0

f(x)dx

}{∫ 1

0

4[x]dx−
∫ 1

2

0

2[2x]dx

−
∫ 1

1
2

2[2x]dx+

∫ 1

0

dx

}
= 0.
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61. 设 f 在 [a, b] 上可积且是凸函数, 即对任意 λ1 > 0, λ2 > 0 且 λ1 + λ2 = 1, 都

有

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2).

证明

f

(
a+ b

2

)
(b− a) 6

∫ b

a

f(x)dx 6 f(a) + f(b)

2
(b− a).

证 令 λ1 = b−x
b−a , λ2 = x−a

b−a . 显然, 当 x ∈ [a, b] 时, λ1, λ2 > 0 且 λ1 + λ2 = 1. 由 f

的凸性得

f(x) = f(λ1a+ λ2b) 6 λ1f(a) + λ2f(b)

=
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

两边从 a 到 b 积分得∫ b

a

f(x)dx 6
∫ b

a

[
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

]
dx

=
f(b) + f(a)

2
(b− a),

故右边不等式得证. 又由积分的换元法有∫ b

a

f(x)dx =

∫ b−a
2

− b−a
2

f

(
a+ b

2
+ t

)
dt

=

∫ 0

− b−a
2

f

(
a+ b

2
+ t

)
dt+

∫ b−a
2

0

f

(
a+ b

2
+ t

)
dt

=

∫ b−a
2

0

[
f

(
a+ b

2
+ t

)
+ f

(
a+ b

2
− t

)]
dt

>
∫ b−a

2

0

2f

[
1

2

(
a+ b

2
+ t

)
+

1

2

(
a+ b

2
− t

)]
dt

= (b− a)f

(
a+ b

2

)
,

故左边的不等式也得证.

62. 设 f 在 [0,+∞) 上递增, 对于任何 T > 0, f 在 [0, T ] 上可积, 且

lim
x→+∞

1

x

∫ x

0

f(t)dt = C.

证明

lim
x→+∞

f(x) = C.
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证 设 x > 0, 因 f 在 [0,+∞) 上递增, 故当 t < x 时有 f(t) 6 f(x). 两边对 t 从

0 到 x 积分, 得到 ∫ x

0

f(t)dt 6
∫ x

0

f(x)dt = xf(x),

即

f(x) > 1

x

∫ x

0

f(t)dt. (1)

当 t > x 时有 f(t) > f(x). 两边对 t 从 x 到 2x 积分, 得到∫ 2x

x

f(t)dt >
∫ 2x

x

f(x)dt = xf(x),

即

f(x) 6 1

x

∫ 2x

x

f(t)dt = 2 · 1

2x

[∫ 2x

0

f(t)dt−
∫ x

0

f(t)dt

]
. (2)

由 (1), (2) 两式得到

1

x

∫ x

0

f(t)dt 6 f(x) 6 2

2x

[∫ 2x

0

f(t)dt−
∫ x

0

f(t)dt

]
.

因为

lim
x→+∞

1

x

∫ x

0

f(t)dt = lim
x→+∞

1

2x

∫ 2x

0

f(t)dt = C,

所以

C 6 lim
x→+∞

f(x) 6 2C − C,

即

lim
x→+∞

f(x) = C.

63. 设 f在 [a,+∞)上一致连续,且广义积分
∫ +∞
a

f(x)dx收敛,证明 limx→+∞f(x)=0.

证 因 f 在 [a,+∞) 上一致连续, 故对任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使当 x1, x2 ∈
[a,+∞), 且 |x1 − x2| 6 δ 时, 有

|f(x1)− f(x2)| < ε.

又因
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛, 故对 ε1 = δε 而言, 存在正数 M, 使当 x > M 时, 有∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣ 6 δε.

现在考虑积分
∫ x+δ
x

f(t)dt. 当 x 6 t 6 x+ δ 时, 有 f(t)− ε < f(x) < f(t) + ε, 从

而 ∫ x+δ

x

f(t)dt− δε 6
∫ x+δ

x

f(x)dt 6
∫ x+δ

x

f(t)dt+ δε.
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当 x > M 时, ∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(t)dt− δε

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣+ δε 6 2δε.

同理可证 ∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(t)dt+ δε

∣∣∣∣∣ 6 2δε.

所以

|f(x)δ| =

∣∣∣∣∣
∫ x+δ

x

f(x)dt

∣∣∣∣∣ 6 2δε.

即当 x > M 时, 有 |f(x)| 6 2ε, 故

lim
x→+∞

f(x) = 0.

64. 设 f 在 (0, 1] 上单调, 且
∫ 1

0
xαf(x)dx 存在. 证明

lim
x→0+

xα+1f(x) = 0.

证 不妨设 f 递减, 则当 0 < x < 1
2 时,

∫ x

x
2

tαf(t)dt > f(x)

∫ x

x
2

tαdt = xα+1f(x)

1−
(
1

2

)α+1

α+ 1
,∫ 2x

x

tαf(t)dt 6 f(x)

∫ 2x

x

tαdt = xα+1f(x)
2α+1 − 1

α+ 1

(当 α = −1 时最后的两个因子应该换成 ln 2). 由上述不等式, 并利用积分存在的
Cauchy 准则, 即可完成证明.

作为上述结果的直接推论, 可得如下事实:
设 f 在 [1,+∞) 上单调, 且

∫ +∞
1

xαf(x)dx 存在, 则 limx→+∞ xα+1f(x) = 0.

65. 设 f 在 [a,+∞)上递减且 f(x)>0.证明广义积分
∫ +∞
a

f(x)dx和
∫ +∞
a

f(x) sin2 xdx
同时收敛或发散.

证 当
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛时, 由 f 的非负性得 f(x) > f(x) sin2 x > 0. 于是由比较

判别法便知
∫ +∞
a

f(x) sin2 xdx 收敛.
当
∫ +∞
a

f(x)dx 发散时, 因为∫ +∞

a

f(x)dx =
∞∑
n=0

∫ a+(n+1)π

a+nπ

f(x)dx

=
∞∑
n=0

∫ π

0

f(a+ nπ + t)dt 6
∞∑
n=0

πf(a+ nπ),
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所以级数
∑∞
n=0 f(a+ nπ) 发散. 又因为∫ +∞

a

f(x) sin2 xdx =
∞∑
n=0

∫ a+(n+1)π

a+nπ

f(x) sin2 xdx

>
∞∑
n=0

f [a+ (n+ 1)π]

∫ a+(n+1)π

a+nπ

sin2 xdx

=

∞∑
n=0

f [a+ (n+ 1)π]

∫ π

0

sin2 xdx

=
π

2

∞∑
n=1

f(a+ nπ).

由于
∑∞
n=1 f(a+ nπ) 发散, 故由比较判别法知

∫ +∞
a

f(x) sin2 xdx 发散.

66. 设 f 是 (0,+∞) 上递减的连续函数, 且 f(x) > 0. 证明数列 {an} 收敛, 其中

an =
n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx.

证 因 f 是 (0,+∞) 上递减的连续函数, 故

an+1 − an =

(
n+1∑
k=1

f(k)−
∫ n+1

1

f(x)dx

)
−

(
n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx

)

= f(n+ 1)−
∫ n+1

n

f(x)dx

=

∫ n+1

n

[f(n+ 1)− f(x)]dx 6 0 (n = 1, 2, · · · ).

又对任意 n, 有

an =
n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x)dx

=
n∑
k=1

∫ k+1

k

f(k)dx−
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

f(x)dx

= f(n) +

n−1∑
k=1

∫ k+1

k

[f(k)− f(x)]dx > 0.

因此, 数列 {an} 单调减少且有下界, 从而收敛.

67. 设 f 在 (0, 1] 上单调且
∫ 1

0
f(x)dx 存在. 证明

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x)dx.

反之, 如果上式左端极限存在. 证明
∫ 1

0
f(x)dx 存在, 且等式成立.
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证 不妨设 f 递减, 把区间 (0, 1] 分成 n 等分即有

∫ 1

0

f(x)dx =

n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f(x)dx 6
∫ 1

n

0

f(x)dx+
1

n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)

=

∫ 1
n

0

f(x)dx+
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
− 1

n
f(1).

同时又显然有 ∫ 1

0

f(x)dx > 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
.

因此得到

0 6
∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
6
∫ 1

n

0

f(x)dx− 1

n
f(1).

而

lim
n→∞

(∫ 1
n

0

f(x)dx− 1

n
f(1)

)
= 0,

故 ∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
.

反之, 若上式右端极限存在, 则由

an =

∫ 1

1
n

f(x)dx 6 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
− 1

n
f(1)

知, 单调递增数列 {an} 有上界, 从而 limn→∞ an 存在. 再注意, 我们可设 f(x) > 0 (否
则只需考虑函数 F (x) = f(x)− f(1)), 故易知

∫ 1

0
f(x)dx 存在, 于是等式成立.

68. 设 f 在 [0,+∞) 上单调且广义积分
∫ +∞
0

f(x)dx 收敛. 证明

lim
h→0+

h
∞∑
n=1

f(nh) =

∫ +∞

0

f(x)dx.

证 因 f 单调,
∫ +∞
0

f(x)dx 收敛, 故 limx→+∞ f(x) = 0, 从而 f 不变号. 不妨假
设 f(x) > 0, 且递减. 于是有∫ (m+1)h

h

f(x)dx =
m∑
n=1

∫ (n+1)h

nh

f(x)dx 6
m∑
n=1

hf(nh),

∫ mh

0

f(x)dx =
m∑
n=1

∫ nh

(n−1)h

f(x)dx >
m∑
n=1

hf(nh).
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故 ∫ (m+1)h

h

f(x)dx 6
m∑
n=1

hf(nh) 6
∫ mh

0

f(x)dx.

令 m→ +∞ 得 ∫ +∞

h

f(x)dx 6 h
∞∑
n=1

f(nh) 6
∫ +∞

0

f(x)dx.

再令 h→ 0+ 得

lim
h→0+

h
∞∑
n=1

f(nh) =

∫ +∞

0

f(x)dx.

69. 设 f 在 [a,+∞) 上有连续的导函数, 且
∫ +∞
a

f(x)dx 和
∫ +∞
a

f ′(x)dx 都收敛.
证明

lim
x→+∞

f(x) = 0.

证 因 f ′ 连续, 故

f(x) =

∫ x

a

f ′(t)dt+ f(a) (x > a).

又
∫ +∞
a

f ′(x)dx 收敛, 由上式知 limx→+∞ f(x) 存在. 若 limx→+∞ f(x) = A ̸= 0, 不妨

设 A > 0. 于是存在 x0, 使当 x > x0 时

f(x) > A

2
,

从而
∫ +∞
a

f(x)dx 发散. 若 A < 0, 同理可证
∫ +∞
a

f(x)dx 发散, 矛盾. 因此 A = 0.

70. 证明: 广义积分
I =

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + xα)

与 α 值无关.

证

I =

∫ 1

0

dx

(1 + x2)(1 + xα)
+

∫ +∞

1

dx

(1 + x2)(1 + xα)

= I1 + I2.

在第一个积分中做代换 x = 1
y , 则有

I1 =

∫ +∞

1

dy

(1 + y2)(1 + y−α)
,

从而

I = I1 + I2 =

∫ +∞

1

(
1

1 + xα
+

xα

1 + xα

)
dx

1 + x2
=

∫ +∞

1

dx

1 + x2
,

它与 α 无关.
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71. 设广义积分
∫ +∞
−∞ f(x)dx 收敛且等于 I. 证明: 广义积分

∫ +∞
−∞ f

(
x− 1

x

)
dx 也

收敛并等于 I.

证
∫ +∞

−∞
f

(
x− 1

x

)
dx =

∫ +∞

0

f

(
x− 1

x

)
dx+

∫ 0

−∞
f

(
x− 1

x

)
dx = I1 + I2.

在每个积分中做变换 x− 1
x = t, 得到

x =
t+

√
t2 + 4

2
, 当 x > 0 时,

x =
t−

√
t2 + 4

2
, 当 x < 0 时.

于是

I1 =
1

2

∫ +∞

−∞
f(t)

(
1 +

t√
t2 + 4

)
dt,

I2 =
1

2

∫ +∞

−∞
f(t)

(
1− t√

t2 + 4

)
dt.

若积分
∫ +∞
−∞ f(x)dx 收敛, 则积分

∫ +∞
−∞ f(t) t√

t2+4
dt 也收敛. 由此得出 I1 和 I2 收敛,

并且

I1 + I2 =

∫ +∞

−∞
f(x)dx.

72. 设 f 定义在 [a,+∞) 上, 给定 δ > 0, t0 > a, 令

ω(f ; t0, δ) = sup
t1,t2

{|f(t1)− f(t2)| : t1, t2 > t0, |t1 − t2| 6 δ}.

证明: 若积分
∫ +∞
a

f(t)dt 收敛, 则 limt→+∞ f(t) = 0 的充要条件是

lim
t0→+∞

δ→0

ω(f ; t0, δ) = 0 (1)

证 必要性: 设 limt→+∞ f(t) = 0, 则任给 ε > 0, 存在 t0(ε) > a, 当 t > t0 时,
|f(t)| 6 ε

2 . 因此, 对于 t1, t2 > t0, 有

|f(t1)− f(t2)| 6 |f(t1)|+ |f(t2)| 6 ε.

于是

lim
t0→+∞

δ→0

ω(f ; t0, δ) = 0.

充分性: 设 (1) 式成立而 limt→+∞ f(t) = 0 不成立, 则存在递增且趋于 +∞ 的

数列 {ak} 和正数 b, 使得或者 f(ak) > b, 或者 f(ak) 6 −b (k = 1, 2, · · · ), 不妨设
f(ak) > b. 由于 ω → 0, 故存在 δ 和 t0, 使当 t1, t2 > t0 且 |t1 − t2| 6 δ 时, 就有

|f(t1)− f(t2)| 6
b

2
. (2)
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由于
∫ +∞
a

f(t)dt 收敛, 故据 Cauchy 准则, 可取充分大的实数 R > t0, 使对任何

P > Q > R, 有 ∣∣∣∣∣
∫ P

Q

f(t)dt

∣∣∣∣∣ < bδ. (3)

取 k 充分大使 ak > R+ δ, 由于 (2), 对于 ak − δ 6 t 6 ak + δ, 有 f(t) > b
2 , 于是∣∣∣∣∣

∫ ak+δ

ak−δ
f(t)dt

∣∣∣∣∣ > b

2
· 2δ = bδ,

这与 (3) 矛盾. 证毕.

注 若 f 连续, 则 (1) 等价于 f(t) 在 [a,+∞] 上一致连续. 于是有

推论 若 f 在 [a,+∞) 上连续, 且
∫ +∞
a

f(t)dt 收敛, 则 limt→+∞ f(t) = 0 的充要

条件是 f 在 [a,+∞) 上一致连续.

问题 72 是由 Kelman 和 Rivlin[50] 得到的.

反 例

1. 函数 f, 使 |f | 可积而 f 不可积.
在闭区间 [0, 1] 上定义函数

f(x) =

{
1, x 为有理数,

−1, x 为无理数,

则 |f | ≡ 1, 故 |f | 在 [0, 1] 上可积. 由于 f 无处连续, 因而它在 [0, 1] 上不可积.

注 若 f 在 [a, b] 上可积, 则 |f | 在 [a, b] 上也可积, 且有∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|f(x)|dx.

上述反例说明了这个陈述反过来是不成立的.

2. 没有原函数的可积函数.
设

f(x) =

{
0, −1 6 x < 0,

1, 0 6 x 6 1.

易见, f 在闭区间 [−1, 1] 上可积. 然而, f 在 [−1, 1] 上没有原函数. 事实上, 如果 f 在

[−1, 1] 上有原函数 F, 即

F ′(x) = f(x), −1 6 x 6 1,
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那么, 由 Darboux 定理可知, F ′ 应取得 F ′(−1) = 0 与 F ′(1) = 1 之间的每一个值 (参
看第三章问题 20), 即 f 应取得 f(−1) = 0 与 f(1) = 1 之间的每一个值. 此与 f 的定

义相矛盾. 因此, f 在 [−1, 1] 上没有原函数.
顺便指出, 由 Darboux 定理可知, 任何有跳跃间断点的函数都不可能有原函数.
3. 在任何区间上都没有原函数的可积函数.
设 r1, r2, · · · , rn, · · · 为区间 [0, 1] 中的全体有理点, 令

f(x) =
∑
rk<x

1

2k
, 0 6 x 6 1,

则函数 f 在 [0, 1] 上严格递增, 且 f 在 [0, 1] 中的任一有理点间断而在任一无理点连续.
又, f 在点 rn 处的跃度恰好等于 1

2n , 即

lim
x→rn+0

f(x)− lim
x→rn−0

f(x) =
1

2n

(参看第二章反例 22). 因为 f 在 [0, 1] 上单调, 所以它在 [0, 1] 上可积. 但是, 由于 f 的

跳跃间断点的集合在 [0, 1] 中稠密, 因而 f 在 [0, 1] 的任何子区间上都不可能有原函数.
4. 在闭区间上有原函数但不可积的函数.
设

f(x) =

x2 sin 1

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0.

则 f 在闭区间 [−1, 1] 的每一点 x 处都有 (有限) 导数

g(x) = f ′(x) =

2x sin 1

x
− 2

x2
cos 1

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0.

因此, 函数 g 有原函数 f. 但是, 由于 g 在区间 [−1, 1] 上无界, 因而它在 [−1, 1] 上并不

可积.
5. 闭区间上具有原函数的有界函数而不可积.
本章反例 4 中做出的在闭区间上具有原函数而不可积的函数 g 是无界的, 于是便

产生问题: 是否存在在闭区间上具有原函数的有界函数而不可积? 这个问题的答案是
肯定的, Volterra 有例如下:

我们从闭区间 [0, 1] 中去掉其中间的长度为 1
4 的开区间. 然后从剩下来的两个闭区

间中各去掉其中间的长度为 1
42 的开区间. 在第 n 步, 从第 n − 1 步剩下来的 2n−1 个

闭区间中各去掉其中间的长度为 1
4n 的开区间. 无限地继续这个过程, 我们从区间 [0, 1]

内去掉了一列总长度为

1

4
+ 2

1

42
+ · · ·+ 2n−1 1

4n
+ · · · = 1

2
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的开区间, 剩下来的点形成闭集 E, 显然, E 不是零测度集. 设 dn 表示第 n 步后剩下

的各个闭区间的长度. 从这个构造方法, 显然, dn+1 <
dn
2 ; 因此 n → ∞ 时 dn → 0. 这

说明 [0, 1] 的子区间, 不管多么小, 都不能整个地含于集 E.
现在我们定义函数 f. 对 x ∈ E, 令 f(x) = 0. 若 (α, β) 是去掉的开区间之一, 则紧

接着 α 的右边定义

f(x) = (x− α)2 sin 1

x− α
,

紧接着 β 的左边定义

f(x) = (x− β)2 sin 1

β − x
,

直至达到最靠近 (α, β) 中间的极大值 α, β; 在区间 (α, β) 内, 规定 f(x) 等于这个极

大值.
这样, 我们在整个区间 [0, 1] 上定义了函数 f, 它是连续函数.
显然, f 在去掉的各个区间 (α, β) 内可微, 即使在 α, β 处也是如此, 在这两个点的

导数是 0. 对充分接近 α 的 x(x > α), 我们有

f ′(x) = 2(x− α) sin 1

x− α
− cos 1

x− α
;

若 x → α, 右端的第一项趋于 0, 而第二项在 +1 与 −1 之间振动. 在 β 的左邻域内情

况类似.
在点 α, β 处, 甚至在每个点 x0 ∈ E 处, f ′(x0) 都存在, 并且

f ′(x0) = 0. (1)

为证明这一点, 先设 x > x0. 若 x ∈ E, 则

f(x)− f(x0) = 0− 0 = 0;

若 x 存在于某个被去掉的区间 (α, β) 内, 则

|f(x)− f(x0)| = |f(x)| 6 (x− α)2 6 (x− x0)
2;

因此, 无论什么时候都有 ∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ 6 |x− x0|.

x < x0 时仍然如此. 令 x→ x0, 便得 (1).
这样, f ′(x) 处处存在, 但它在 E 上不连续. 事实上, 若 x0 ∈ E, 则在 x0 的每个邻

域内存在被去掉的区间的点, 因而也存在被去掉的区间之一的端点; 但我们知道: 在这
样的端点处, 函数 f ′ 的振幅等于 2. 由于 E 不是零测度集, 因此, f ′ 不可能可积.

6. 以任意零测度的 Fσ 集作为间断点集的可积函数.
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设 A 是一个给定的零测度的 Fσ 集, A =
∪∞
n=1An, 其中 An 是区间 [a, b] 的闭子

集, 且不妨设 An ⊂ An+1 (n = 1, 2, · · · ). 设 A0 表示空集, 现在定义函数 f :

f(x) =

{
2−n, x ∈ An\An−1 (n = 1, 2, · · · ),
0, x /∈ A.

兹证 f 在 A 上无处连续而在 [a, b]\A 上处处连续.
事实上,任取 x0 ∈ A,若 x0 ∈ An\An−1,则 f(x0) = 2−n.由于 An\An−1 是一个零

测度集,因而它不含有内点,所以 x0 必定是某个与 An 不相交的集的聚点. 在这个集上,
f 的值与 f(x0) = 2−n 至少相差 2−n−1, 这意味着 f 在 x0 间断. 现任取 x0 ∈ [a, b]\A,
则 f(x0) = 0. 对于任给的 ε > 0, 我们选一个正整数 n0 使 2−n0 < ε, 然后再找 x0 的一

个邻域使其内部没有 A1, A2, · · · , An0 的点, 于是, 当 x 属于 x0 的这个邻域内时, 就有

|f(x)− f(x0)| = f(x) < 2−n0 < ε,

这就是说, f 在 x0 连续.
由于有界函数 f 在 [a, b] 上的间断点集 A 是零测度集, 因而 f 在 [a, b] 上可积.
7. 一个可积函数, 在某个可数集上改变它的值后, 就影响了它的可积性.
设 f(x) ≡ 0, 0 6 x 6 1, A 是 [0, 1] 中的一切有理数所组成之集. 我们在集 A 上改

变 f 的值处处为 1, 那么得到的函数在 [0, 1] 上无处连续, 从而就不再可积了.
8. 一个可积函数, 在某个可数集上任意改变它的值 (但这些数值全体要组成有界集

合), 而不影响它的可积性.
设 A 是由 0 和点 xn = 1

nπ (n = 1, 2, · · · ) 组成的 [0, 1] 的一个可数子集, 在 [0, 1] 上

定义函数 f :

f(x) =

 sin
(
sin
(
1

x

))−1

, x /∈ A,

0, x ∈ A.

易见, f 在 [0, 1] 上可积. 如果在 A 上改变 f 以任何数值, 但这些数值全体要组成有界
集合, 那么得到的函数在 [0, 1] 上仍有界且几乎处处连续, 因而它在 [0, 1] 上仍可积.

注 对于一个可积函数, 变动它的有限个点的值, 可积性不变, 积分值也不变. 如果
变动了它的可数个点的值, 那么可积性可能会遭到破坏 (参看本章反例 7). 另一方面,
反例 8 说明了也确实存在这样的可积函数, 在某个可数集上任意变动它的值 (要求这些
数值全体组成有界集合) 而不影响它的可积性.

9. 关于复合函数可积性的例子.
设 f(x) 是定义在 [a, b] 上的函数, 且其值域不越出区间 [c, d], 而 g(y) 是定义在

[c, d] 上的函数. 下面我们举出各种例子, 以说明函数 f(x) 在 [a, b] 上, g(y) 在 [c, d] 上

的可积性对于 g[f(x)] 在 [a, b] 上的可积性来说既非充分也非必要.
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(a) 设 f(x) 定义于 [0, 1] :

f(x) =


1

n
, x =

m

n
,m 与 n 是互素的整数, 且 n > 0, x ̸= 0,

0, x 为无理数或 x = 0.

则 f(x) 在 [0, 1] 上可积. 再设

g(y) =

{
1, 0 < y 6 1,

0, y = 0.

显然, g(y) 在 [0, 1] 上可积. 而复合函数

g[f(x)] =

{
1, x 为有理数,
0, x 为无理数

在 [0, 1] 上无处连续, 故它在 [0, 1] 上不可积.
(b) 设 f(x) 定义于 [0, 1] :

f(x) =


1

n
, x ̸= 0 且 x =

m

n
,m 与 n 是互素的整数, n > 0,

0, x = 0 或 x 为无理数.

再设 g(y) 定义于 [0, 1] :

g(y) =

{
0, y 为有理数,
1, y 为无理数.

显然, f(x) 在 [0, 1] 上可积, g(y) 在 [0, 1] 上不可积, 而复合函数在 [0, 1] 上

g[f(x)] ≡ 0

显然可积.
(c) 设在 [0, 1] 上, f(x) = 1− x, 而在 [0, 1] 上

g(y) =

{
1, y 为无理数,
0, y 为有理数.

显然, f(x) 在 [0, 1] 上可积, g(y) 在 [0, 1] 上不可积, 而复合函数在 [0, 1] 上:

g[f(x)] =

{
1, x 为无理数,
0, x 为有理数.

它显然不可积.
(d) 在区间 [0, 1] 上定义函数 f 为:

f(x) =

{
x, x 为有理数,
0, x 为无理数.
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它显然不可积. 而在 [0, 1] 上定义函数 g(y) 为:

g(y) =


1

n
, y ̸= 0 且 y =

m

n
,m 和 n 是互素的整数, 且 n > 0,

0, y 为无理数或 y = 0.

g 在 [0, 1] 上可积, 而复合函数

g[f(x)] =


1

n
, x ̸= 0 且 x =

m

n
,m 与 n 是互素的整数, n > 0,

0, x = 0 或 x 为无理数

在 [0, 1] 上可积.
(e) 设 f(x) 如 (d), 而在 [0, 1] 上 g(y) = y2, 此时复合函数

g[f(x)] =

{
x2, x 为有理数,
0, x 为无理数

在 [0, 1] 上不可积.
(f) 设在 [0, 1] 上定义 f 为:

f(x) =

{
1, x 为无理数,
0, x 为有理数.

而在 [0, 1] 上定义 g(y) 为:

g(y) =

{
1, y 为无理数,
0, y 为有理数.

它们在 [0, 1] 上均不可积, 而复合函数

g[f(x)] ≡ 0

在 [0, 1] 上可积.
(g) 在区间 [0, 1] 上定义函数 f 为:

f(x) =

{
x+ 2, x 为无理数,
x, x 为有理数.

它在 [0, 1] 上不可积. 再在区间 [2, 3] 上定义 g(y) 为:

g(y) =

{
1, y 为无理数,
0, y 为有理数.
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于是, 复合函数 g[f(x)] 为:

g[f(x)] =

{
1, x 为无理数,
0, x 为有理数.

显然, g(y) 与 g[f(x)] 均不可积.
至于 f(x) 和 g(y) 均可积时, g[f(x)] 为可积的例子是平凡的, 如取 f(x) 及 g(y) 均

连续即可.
综上所述, 可列表如下 (表 4–1).

表 4–1

f(x) 在 [a, b] g(y) 在 [c, d] g[f(x)] 在 [a, b] 例

1 可 积 可 积 可 积 平凡

2 可 积 可 积 不可积 (a)
3 可 积 不可积 可 积 (b)
4 可 积 不可积 不可积 (c)
5 不可积 可 积 可 积 (d)
6 不可积 可 积 不可积 (e)
7 不可积 不可积 可 积 (f)
8 不可积 不可积 不可积 (g)

10. 存在可积函数 f 和连续函数 g, 构成不可积的复合函数 f ◦ g.

设 A 为区间 [0, 1] 中具有正测度的 Cantor 集, (ai, bi)(i = 1, 2, · · · ) 为 A 的邻接区

间. 在区间 [0, 1] 上定义函数 f 和 g 如下:

f(x) =

{
0, 0 6 x < 1,

1, x = 1,

g(x) =


1, x ∈ A.

1− 1

2
(bi − ai) +

∣∣∣∣x− 1

2
(ai + bi)

∣∣∣∣ , x ∈ (ai, bi), i = 1, 2, · · · .

则 f 在 [0, 1] 上可积, 而 g 在 [0, 1] 上连续, 这是因为对任何 x1, x2 ∈ [0, 1], 都有

|g(x1)− g(x2)| 6 |x1 − x2|.

然而, 由于复合函数

f [g(x)] =

{
1, x ∈ A,

0, x ∈ [0, 1]\A

在 A 上无处连续, 而 mA > 0, 因此, f ◦ g 在 [0, 1] 上并不可积.
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注 这个例子中函数复合的顺序不能倒置. 换句话说, 如果 f 在有界闭区间 I 上连

续, g 在 I 上可积, 那么 f ◦ g 在 I 上必定可积 (参看第四章问题 12).

11. 两个函数 f 与 g, 使 f2 与 g2 皆可积而 (f + g)2 并不可积.
在区间 [0, 1] 上定义函数 f 和 g :

f(x) =

{
1, x 为无理数,

−1, x 为有理数,

g(x) =

{
1, x 为代数数,

−1, x 为超越数.

于是, f2 ≡ 1, g2 ≡ 1, 所以它们在区间 [0, 1] 上都是可积的. 但是,

f(x) + g(x) =

{
2, x 既为代数数又为无理数,
0, 其他.

因此, (f + g)2 在 [0, 1] 上无处连续, 从而它在 [0, 1] 上不可积.
12. 一个有界函数列的极限, 它在任何非空区间上都不可积.
设

g(x) = sin2 πx+ sin2 πx cos2 πx+ sin2 πx cos4 πx
+ · · ·+ sin2 πx cos2k πx+ · · · ,

G(x) = lim
n→∞

g(n!x).

则当 x 是整数时, g(x) = 0; 而当 x 不是整数时, g(x) = 1. 因此, 若 x 是有理数, 则
G(x) = 0; 若 x 是无理数, 则 G(x) = 1. 可见 G(x) 在任何区间上都不可积.

13. 一个收敛的单调且一致有界的连续函数列, 其极限函数不可积.
先对任何开区间 I = (a, b), 其中 0 6 a < b 6 1, 以及任何正整数 n, 定义函数

gn,I :

gn,I(x) =



1, 0 6 x 6 a,

1, b 6 x 6 1,

0, a+
b− a

2n
6 x 6 b− b− a

2n
,

线性, a 6 x 6 a+
b− a

2n
,

线性, b− b− a

2n
6 x 6 b.

设 A 是区间 [0, 1] 中具有正测度的 Cantor 集, fA 是 A 的特征函数, 即

fA(x) =

{
1, x ∈ A

0, x ∈ [0, 1]\A.
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{Jn} 是 A 的邻接区间, 在 [0, 1] 上定义函数列 {fn} 如下:

f1(x) = g1,J1(x),

f2(x) = g2,J1(x)g2,J2(x),

· · · · · ·

fn(x) = gn,J1(x)gn,J2(x) · · · gn,Jn(x).

不难证明, fn(n = 1, 2, · · · ) 在 [0, 1] 上连续, 一致有界, fn(x) > fn+1(x), 且对每一

x ∈ [0, 1], 都有

lim
n→∞

fn(x) = fA(x).

另一方面, 由于 fA 的间断点所组成之集是 A, 而该集具有正测度, 因而 fA 在 [0, 1] 上

不可积.
14. 积分的极限不等于极限的积分的函数列.
在闭区间 [0, 1] 上如下定义函数列:

fn(x) =


n, 0 < x 6 1

n
,

0, x = 0 或
1

n
< x 6 1.

易见, 对每一正整数 n, fn 在 [0, 1] 上都是可积的, 且

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 1.

但是, ∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx =

∫ 1

0

0dx = 0.

因此

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx ̸=
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx.

更为极端的例子是

fn(x) =



2n3x, 0 6 x 6 1

2n
,

n2 − 2n3
(
x− 1

2n

)
,

1

2n
6 x 6 1

n
,

0,
1

n
6 x 6 1.

此时, 对任何 b ∈ (0, 1], 都有

lim
n→∞

∫ b

0

fn(x)dx = lim
n→∞

n

2
= ∞,
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而 ∫ b

0

lim
n→∞

fn(x)dx =

∫ b

0

0dx = 0.

15. 一个可积函数 f, 使 g(x) =
∫ x
0
f(t)dt 处处可微, 但在一个稠密集上, g′(x) ̸=

f(x).

在区间 [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x) =


1

q
, x =

p

q
, p 与 q 是互素的整数, 且 q > 0,

0, x 为 [0, 1] 中的其他点.

则 f 在 [0, 1] 上可积, 且

g(x) =

∫ x

0

f(t)dt ≡ 0 (0 6 x 6 1).

因此, 对任意 x ∈ [0, 1], 都有 g′(x) = 0, 从而在 [0, 1] 中的每个有理点上, g′(x) ̸= f(x).

16. 一个可积函数 f, 使 g(x) =
∫ x
0
f(t)dt 不处处可微.

设 f(x) = sgn x, 则 f 仅在 x = 0 处不连续, 故它在任何有限区间上都是可积的.
又,

g(x) =

∫ x

0

sgn tdt = |x|,

故 g 在 x = 0 处不可微.

注 我们有如下的结论: 设 f 在闭区间 [a, b] 上可积, 而

g(x) = C +

∫ x

0

f(t)dt

为 f 的不定积分, 则 g 在 [a, b] 上连续且在 f 连续的一切点处等式

g′(x) = f(x)

成立. 本章反例 15 与反例 16 说明了在函数 f 的间断点处, g 可能可微也可能不可微.

17. 存在函数 f 和 g, 使得 f 在 [a, b] 上可积, g 在 [a, b] 上不变号且可积, 而在
(a, b) 中不存在满足等式 ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx (1)

的 ξ.

设 g(x) ≡ 1, 再设

f(x) =

{
1, 0 < x 6 1,

−1, −1 6 x 6 0.
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则 ∫ 1

−1

f(x)g(x)dx = 0,

∫ 1

−1

g(x)dx = 2.

于是, 由函数 f 的定义可知, 不存在 ξ ∈ (−1, 1), 使∫ 1

−1

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ 1

−1

g(x)dx.

注 我们有如下的积分第一中值定理: 若 f 在 [a, b] 上连续, g 在 [a, b] 上不变号,
且在 [a, b] 上可积, 则在 (a, b) 中存在一点 ξ, 使∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx.

上述反例说明了 f 在区间 [a, b] 上不连续时, 等式 (1) 未必成立.

18. (0, 1) 上的一个无界函数, 其广义积分
∫ 1

0
f(x)dx 不是对应的积分和数∑n−1

i=0 f(ξi)∆xi 的极限.
考察定义在开区间 (0, 1) 上的函数 f(x) = | lnx|, 它在 (0, 1) 上的广义积分收敛,

因为 ∫ 1

0

| lnx|dx = −
∫ 1

0

lnxdx = − lim
ε→0+

∫ 1

ε

lnxdx = 1.

然而, 若将 (0, 1) 分成长度相等的 n 个子区间:

∆xi =
1

n
(i = 1, 2, · · · , n− 1),

并取 ξ′0 = e−n, xi 6 ξ′i 6 xi+1 (i = 1, 2, · · · , n− 1), 则显然有 0 < ξ′0 <
1
n .

再取 ξ′′0 = e−2n, 以及 xi 6 ξ′′i 6 xi+1 (i = 1, 2, · · · , n− 1), 同样有 0 < ξ′′0 <
1
n .

如果
∫ 1

0
| lnx|dx 是和数

∑n−1
i=0 f(ξi)∆xi 的极限, 则应有

lim
n→∞

n−1∑
i=0

f(ξ′i)∆xi = lim
n→∞

n−1∑
i=0

f(ξ′′i )∆xi.

然而, 上述等式两端的和数中有一项相异:

f(ξ′0)∆x0 =
1

n
| ln e−n| = 1,

f(ξ′′0 )∆x0 =
1

n
| ln e−2n| = 2.

因此

lim
n→∞

n−1∑
i=0

f(ξ′i)∆xi ̸= lim
n→∞

n−1∑
i=0

f(ξ′′i )∆xi.

由此可见, 广义积分
∫ 1

0
f(x)dx 不能是对应的积分和数

∑n−1
i=0 f(ξi)∆xi 的极限.
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19. (0, 1) 内的一个单调函数 f, 使 limn→∞
∑n−1
k=1

1
nf
(
k
n

)
存在而 f 并不广义可积.

在开区间 (0, 1) 上定义函数

f(x) =
1

x
− 1

1− x
,

则

f ′(x) = − 1

x2
− x

(1− x)2
< 0,

故 f 在 (0, 1) 内是严格递减的, 且

lim
n→∞

n−1∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
= lim
n→∞

n−1∑
k=1

n− 2k

k(n− k)
= 0.

然而, f 在 (0, 1) 上并不广义可积.

注 如果函数 f 在开区间 (0, 1) 内单调, 它在点 x = 0, x = 1 的附近不必有界, 那
么由广义积分

∫ 1

0
f(x)dx 的收敛性推知极限 limn→∞

∑n−1
k=1

1
nf
(
k
n

)
必定存在, 且有

lim
n→∞

n−1∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x)dx

(参看第四章问题 67). 上述反例说明了它的逆命题并不成立. 又, 如果 f 在开区间

(0, 1) 内单调, 在 x = 0 或 x = 1 为有限, 并且下列极限

lim
n→∞

n−1∑
k=1

1

n
f

(
k

n

)
也为有限, 那么广义积分

∫ 1

0
f(x)dx 必定收敛. 因此, 上述反例也说明了在这个命题中,

f 在 x = 0 或 x = 1 为有限的条件是不能去掉的.

20. 收敛而不绝对收敛的广义积分.
收敛而不绝对收敛的广义积分的典型例子是∫ +∞

π

sinx
x

dx.

要证明
∫ +∞
π

sin x
x dx 收敛, 对于任意的 s > π, 我们有∫ s

π

sinx
x

dx = − 1

π
− cos s

s
−
∫ s

π

cosx
x2

dx, (1)

| cosx|
x2

6 1

x2
(π 6 x < +∞),

而
∫ +∞
π

1
x2 dx 收敛, 故

∫ +∞
π

cos x
x2 dx 绝对收敛, 因而收敛. 因此, 当 s → +∞ 时, (1) 式

右端各项趋于有限极限. 所以
lim

s→+∞

∫ s

π

sinx
x

dx
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存在, 这就证明了
∫ +∞
π

sin x
x dx 收敛.

兹证广义积分
∫ +∞
π

sin x
x dx 并不绝对收敛. 事实上, 对于任意正整数 p, 我们有∫ pπ

π

| sinx|
x

dx =

p−1∑
n=1

∫ (n+1)π

nπ

| sinx|
x

dx

>
p−1∑
n=1

1

(n+ 1)π

∫ (n+1)π

nπ

| sinx|dx

=
1

π

p−1∑
n=1

1

n+ 1

∫ π

0

| sin(u+ nπ)|du.

现在, sin(u+ nπ) = sinu cosnπ, 而 cosnπ = ±1, 故 | sin(u+ nπ)| = | sinu|. 因此,
若 0 6 u 6 π, 则 | sin(u+ nπ)| = sinu, 所以∫ pπ

π

| sinx|
x

dx > 1

π

p−1∑
n=1

1

n+ 1

∫ π

0

sinudu

=
2

π

p−1∑
n=1

1

n+ 1
=

2

π

p∑
k=2

1

k
.

因级数
∑∞
k=2

1
k 发散, 故

∫ +∞
π

| sin x|
x dx 也发散, 即

∫ +∞
π

sin x
x dx 并不绝对收敛.

21. 存在函数 f 和 g, 使 f 广义可积而 g 有界, 但 fg 并不广义可积.
设 f(x) = sin x

x , g(x) = sinx, 则 f 在区间 [π,+∞) 上是广义可积的, 即广义积分∫ +∞

π

sinx
x

dx

收敛 (参看本章反例 20). 但是, 广义积分∫ +∞

π

sin2 x
x

dx

发散. 事实上,
sin2 x

x
=

1

2x
− cos 2x

2x
,

而对任意 s > π, 有 ∣∣∣∣∫ s

π

cos 2xdx
∣∣∣∣ = 1

2
| sin 2s− sin 2π| 6 1

2
,

又当 x→ +∞ 时, 1
2x 单调地趋于零, 因而由 Dirichlet 判别法可知广义积分∫ +∞

π

cos 2x
2x

dx

收敛. 另外,
∫ +∞
π

1
2xdx 发散, 所以

∫ +∞
π

sin2 x
x dx 也发散.
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注 容易证明, 如果积分
∫ +∞
a

f(x)dx 绝对收敛, 函数 g 在 [a,+∞) 上有界, 那么
积分

∫ +∞
a

f(x)g(x)dx 也绝对收敛. 上述反例说明了在这个命题中, 积分
∫ +∞
a

f(x)dx

绝对收敛的条件是不能去掉的.

22. 存在函数 f, 它在 (0,+∞) 的任何有界子区间上均可积, 且
∫ +∞
0

f(x)dx 收敛,
但
∫ +∞
0

|f(x)|dx 发散.
考察函数 f(x) = sin x

x , 则 f 在 (0,+∞) 的任何有界子区间上均可积, 且∫ +∞

0

sinx
x

dx

收敛. 但
∫ +∞
0

∣∣ sin x
x

∣∣ dx 发散.

注 对于区域 D 上的二元函数 f(x, y) 而言, 我们有如下的定理: 若 f(x, y) 在 D

的任何有界子区域上均可积, 则积分∫∫
D

f(x, y)dxdy

收敛的充要条件是该积分是绝对收敛的, 也就是说, 广义二重积分是一种绝对收敛积分
(参看 [43], p. 223–225). 上述反例表明对于一元函数而言, 相应的命题并不成立.

23. 存在 [1,+∞) 上的连续函数 f 和 h, 满足

lim
x→+∞

h(x) = 1,

∫ +∞

1

f(x)dx 收敛,

而
∫ +∞
1

h(x)f(x)dx 却发散.
在区间 [1,+∞) 上定义函数

f(x) =
sinx√
x
, h(x) =

√
x√

x+ sinx,

则 f 和 h 在 [1,+∞) 上均连续, 且

lim
x→+∞

h(x) = 1,

∫ +∞

1

f(x)dx 收敛.

令

g(x) = h(x)f(x) =
sinx√
x+ sinx.

兹证
∫ +∞
1

g(x)dx 发散. 事实上,

g(x) = f(x)− sin2 x√
x(
√
x+ sinx) = f(x)−H(x).
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由比较判别法,
∫ +∞
1

H(x)dx 与
∫ +∞
1

sin2 x
x dx 的敛散性相同, 而后者是发散的, 故由∫ +∞

1
f(x)dx 的收敛性知

∫ +∞
1

g(x)dx 是发散的.
24. 存在函数 f, 使 |f | 广义可积而 f2 并不广义可积.
第一例 (无界函数的情形). 设 f(x) = 1√

x
(0 < x 6 1), 则∫ 1

0

1√
x
dx = 2,

但
∫ 1

0
1
xdx 发散.
第二例 (无界区间的情形). 在区间 [1,+∞) 上定义函数 f 如下:

f(x) =


n2, n 6 x < n+

1

n4
, n = 1, 2, · · · ,

0, n+
1

n4
6 x < n+ 1, n = 1, 2, · · · .

显然, ∫ k+1

1

f(x)dx =
k∑

n=1

n2 · 1

n4
=

k∑
n=1

1

n2
.

当 k → +∞ 时,
∑k
n=1

1
n2 收敛, 因而广义积分

∫ +∞
1

f(x)dx 是收敛的. 但是,∫ k+1

1

f2(x)dx =
k∑

n=1

n4 · 1

n4
= k,

所以

lim
k→+∞

∫ k+1

1

f2(x)dx = +∞,

即广义积分
∫ +∞
1

f2(x)dx 是发散的.

注 容易证明, 若 f 和 g 在 [a, b] 上可积, 则 fg 在 [a, b] 上亦必可积. 上述反例说
明了对于广义积分而言, 相应的命题并不成立.

25. [1,+∞) 上的一个函数 f, 使 f2 广义可积而 |f | 并不广义可积.
设 f(x) = 1

x
3
4
, 1 6 x < +∞, 则∫ +∞

1

1

(x
3
4 )2

dx =

∫ +∞

1

1

x
3
2

dx = 2.

但广义积分
∫ +∞
1

1

x
3
4
dx 发散.

注 本章反例 24 中的第二例和反例 25 说明了对于无穷限广义积分, 平方可积与
绝对可积是互不蕴涵的. 对于有界区间上的无界函数的广义积分, 平方可积的函数一定
是绝对可积的, 这可由不等式

|f(x)| 6 1 + f2(x)

2
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得到. 本章反例 24 中的第一例说明了它的逆命题并不成立.

26. 在 [1,+∞) 上广义可积的正值连续函数 f, 使 limx→+∞ f(x) ̸= 0.

在各个整数 n > 1, 令 g(n) = 1, 在闭区间 [n− n−2, n] 和 [n, n+ n−2] 的内部, 定
义 g 是线性的, 而在区间的非整数端点, g 取 0. 最后, 在 x > 1 而 g 尚未定义的点, 规
定 g(x) 的值为 0. 于是, 函数

f(x) = g(x) +
1

x2

当 x > 1 时是正值连续函数, 且∫ +∞

1

f(x)dx =

∫ +∞

1

g(x)dx+

∫ +∞

1

1

x2
dx

=
∞∑
n=1

1

n2
+ 1 < +∞,

即 f 在 [1,+∞) 上广义可积. 但是, 等式

lim
x→+∞

f(x) = 0

并不成立.

注 可以证明, 如果 f 在 [a,+∞) 上一致连续, 且广义积分
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛, 那
么

lim
x→+∞

f(x) = 0

(参看第四章问题 63). 上述反例说明了在这个命题中一致连续性不能代以正值连续性.
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基本概念和主要结果

本章所考虑的数项级数都假定为实级数, 即由实数项组成的无穷级数. 对于数项级
数
∑∞
k=1 ak, 令

sn =
n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an,

称 sn 为级数
∑∞
k=1 ak 的n 部分和 (简称部分和). 若 limn→∞ sn = s 存在, 则称级数∑∞

k=1 ak 为收敛的, 并称 s 为级数
∑∞
k=1 ak 的和, 记作
∞∑
k=1

ak = s.

在相反的情形, 就称级数
∑∞
k=1 ak 为发散的.

级数
∑∞
n=1 an 收敛的必要条件是 limn→∞ an = 0.

Cauchy 准则 级数
∑∞
n=1 an 收敛的充要条件是: ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, 使对一切满

足条件 m > n > n0 的 m 和 n, 都有∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

调和级数
∑∞
n=1

1
n 是发散的.

若级数
∑∞
n=1 an 与

∑∞
n=1 bn 都收敛, 则

(i)
∑∞
n=1 can 收敛, 且

∑∞
n=1 can = c

∑∞
n=1 an, 其中 c 为任意实数;

(ii)
∑∞
n=1(an + bn) 收敛, 且

∞∑
n=1

(an + bn) =

∞∑
n=1

an +

∞∑
n=1

bn.

级数
∑∞
k=1 ak 叫作非负的或正项的, 是指对于每个 k, 分别有 ak > 0 或 ak > 0. 就非

负级数而言,
∑∞
k=1 ak < +∞ 意味着级数收敛; 而

∑∞
k=1 ak = +∞ 意味着级数发散.
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比较原理 设
∑∞
n=1 an 与

∑∞
n=1 bn 都是正项级数. (i) 若对一切 k ∈ N, 有

ak 6 bk, 则从级数
∑∞
n=1 bn 收敛知级数

∑∞
n=1 an 收敛; (ii) 若对一切 k ∈ N, 有

ak > bk, 则从级数
∑∞
n=1 bn 发散知级数

∑∞
n=1 an 发散.

积分判别法 设 f 是 [1,+∞) 上的正值递减函数, 且 an = f(n), 则
∑∞
n=1 an 收敛

的充要条件是: limn→∞
∫ n
1
f(x)dx 存在.

D’Alember判别法 (也称比检法) 对于正项级数
∑∞
n=1 an,若 limn→∞

an+1

an
= ρ,

则当 ρ < 1 时级数收敛; 当 ρ > 1 (包括 ρ = +∞) 时级数发散; ρ = 1 时不能判定.
Cauchy 判别法 (也称根检法) 对于正项级数

∑∞
n=1 an, 若 limn→∞ n

√
an = ρ, 则

ρ < 1 时级数收敛; ρ > 1 时级数发散; ρ = 1 时不能判定.
凡正负项相间的级数, 也就是形如

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ (−1)n+1an + · · · (an > 0;n = 1, 2, · · · )

的级数, 称为交错级数.
对于交错级数, 有下面的简单定理.
Leibniz 定理 如果一个交错级数

∑∞
n=1(−1)n+1an 的项满足 (i) 单调减少, 即

an+1 6 an(n = 1, 2, · · · ), (ii) limn→∞ an = 0, 则级数
∑∞
n=1(−1)n+1an 收敛.

Abel 变换 设 αi, βi (i = 1, 2, · · · ,m) 是两组数, 令

Ap =

p∑
i=1

ai (p = 1, 2, · · · ,m)

则
m∑
i=1

αiβi = Amβm +
m−1∑
i=1

Ai(βi − βi+1).

Abel 引理 设 a1 > a2 > · · · > am > 0, u1, u2, · · · , um 是一组实数. 令

sp =

p∑
i=1

ui, |sp| 6M (p = 1, 2, · · · ,m),

则有 |
∑m
k=1 akuk| 6Ma1.

Abel 判别法 若 (i) {bn} 是递减的正数数列, (ii)
∑∞
n=1 an 是收敛的级数, 则∑∞

n=1 anbn 是收敛的.
Dirichlet 判别法 若 (i) {bn} 是递减数列, 且 limn→∞ bn = 0, (ii) 存在 M, 使∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ 6M (n = 1, 2, · · · ),

则
∑∞
n=1 anbn 是收敛的.
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级数
∑∞
n=1 an 称为绝对收敛的, 是指级数

∑∞
n=1 |an| 收敛. 显然, 这时级数∑∞

n=1 an 也收敛. 若级数
∑∞
n=1 an 收敛而级数

∑∞
n=1 |an| 发散, 则称级数

∑∞
n=1 an 是

条件收敛的.
形如

∑∞
n=1 un(x) 的级数称为函数项级数, 这里级数的项 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 都

是某个变量的函数. 使级数
∑∞
n=1 un(x) 收敛的 x 值的全体所组成之集叫作此级数的

收敛域, 而称函数

s(x) = lim
n→∞

n∑
k=1

uk(x)

为函数项级数
∑∞
n=1 un(x) 的和, 其中 x 属于这个级数的收敛域.

若函数 f 在 x0 有各阶有限导数, 我们称级数
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

为 f 在 x0 点的 Taylor 级数. 在实际应用中, 为了简单起见, 往往取 x0 = 0, 这时的

Taylor 级数
f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·

称为 Maclaurin 级数.
应当注意的是, 一个函数的 Taylor 级数并不一定收敛, 并且即使收敛也不一定收

敛于这个函数.
有关级数的更多的材料, 可参看 [5] 或 [6].

问 题

1. 设 {an} 是一个正数列. 证明

lim
n→∞

n

(
1 + an+1

an
− 1

)
> 1,

而且此不等式右端的数字 1 不可能被任何较大的数字所代替.

证 (反证法) 假设结论不真, 那么存在正整数 n0, 使 n > n0 时

n

(
1 + an+1

an
− 1

)
< 1.

此不等式等价于
1

n+ 1
<
an
n

− an+1

n+ 1
.

将 n 依次用 n0, n0 + 1, · · · , n0 + k − 1 代入且将结果相加得

1

n0 + 1
+

1

n0 + 2
+ · · ·+ 1

n0 + k
<
an0

n0
− an0+k

n0 + k
<
an0

n0
,
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这与调和级数发散性相矛盾.
为证 1 不可能被较大的数字所代替, 可取 an = kn (n = 1, 2, · · · ), 则有

n

(
1 + an+1

an
− 1

)
=

1 + k

k
.

此式对大的 k 可以任意接近于 1. 若取 an = n lnn, 则

lim
n→∞

n

(
1 + an+1

an
− 1

)
= 1.

2. 设
∑∞
n=1 an 是递减的正项发散级数, 证明当 n→ ∞ 时

a1 + a3 + · · ·+ a2n−1

a2 + a4 + · · ·+ a2n
→ 1.

证 把分子与分母分别记为 A 与 B, 显然 A > B 且

A− a1 = a3 + a5 + · · ·+ a2n−1 6 B.

又

2B > B +A− a1 =

n∑
k=2

ak → ∞ (n→ ∞),

故 ∣∣∣∣AB − 1

∣∣∣∣ = |A−B|
B

6 α1

B
→ 0 (n→ ∞).

因此, AB → 1 (n→ ∞).

3. 设 {an} 是正数列, 令

sn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, rn =

a−1
1 + a−1

2 + · · ·+ a−1
n

n
.

已知 limn→∞ sn 与 limn→∞ rn 均存在, 证明 limn→∞ sn limn→∞ rn > 1.

证 因 limn→∞ sn 与 limn→∞ rn 均存在, 故 limn→∞ snrn 也存在, 且

lim
n→∞

snrn = lim
n→∞

sn lim
n→∞

rn.

乘积 n2rnsn 等于 n 个 1 加上由 i ̸= j 的所有对 (i, j) 形成的 n(n−1)
2 对形如

aia
−1
j + aja

−1
i 的项. 因对一切正数 x, 都有

x+ x−1 > 2,

故知 n2rnsn > n+ n(n− 1) = n2. 因此, 对一切 n, rnsn > 1, 从而

lim
n→∞

rn lim
n→∞

sn = lim snrn > 1.
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4. 设 an > 0 (n = 1, 2, · · · ). 证明数列 {(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)} 与级数∑∞
n=1 an 同时敛散.

证 因数列 {(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)} 与级数
∑∞
n=1 ln(1 + an) 具有相同的

敛散性, 故只要证明级数
∑∞
n=1 ln(1 + an) 与级数

∑∞
n=1 an 同时敛散即可. 由于当

limn→∞ an = 0 时有

lim
n→∞

ln(1 + an)

an
= 1,

因而
∑∞
n=1 ln(1 + an) 与

∑∞
n=1 an 同时敛散.

5. 设 a1 > a2 > a3 > · · · > 0. 证明级数
∑∞
n=1 an 收敛当且仅当级数

∑∞
k=0 2

ka2k

收敛.

证 令 sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tk = a1 + 2a2 + · · ·+ 2ka2k .

当 n < 2k 时

sn 6 a1 + (a2 + a3) + · · ·+ (a2k + · · ·+ a2k+1−1)

6 a1 + 2a2 + · · ·+ 2ka2k = tk;

当 n > 2k 时

sn > a1 + a2 + (a3 + a4) + · · ·+ (a2k−1+1 + · · ·+ a2k)

> 1

2
a1 + a2 + 2a4 + · · ·+ 2k−1a2k =

1

2
tk.

因此数列 {sn} 和 {tk} 同时有界或同时无界, 从而级数
∑∞
n=1 an 和

∑∞
k=0 2

ka2k 同时

收敛或同时发散.

6. 设给定正项级数
∑∞
n=1 an, 证明: 若 an+1 6 an (n = 1, 2, · · · ), 且

lim
n→∞

a2n
an

= ρ,

则当 ρ < 1
2 时

∑∞
n=1 an 收敛; ρ > 1

2 时
∑∞
n=1 an 发散; ρ = 1

2 时不能判定.

证 当 limn→∞
a2n
an

= ρ < 1
2 时, 有

lim
n→∞

2a2n
an

= 2ρ < 1.

取 n = 2k, k 为正整数, 则

lim
k→∞

2a2·2k

a2k
= 2ρ < 1, lim

k→∞

2k+1a2k+1

2ka2k
= 2ρ < 1,

故由比值判别法知
∑∞
k=1 2

ka2k 收敛, 再由本章问题 5 知
∑∞
k=1 ak 收敛, 即

∑∞
n=1 an

收敛.
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同理可证当 ρ > 1
2 时

∑∞
n=1 an 发散. 至于 ρ = 1

2 时失效, 只要举两个例子就够了.
例如

∑∞
n=1

1
n 与

∑∞
n=2

1
n ln2 n , 二者均有 limn→∞

a2n
an

= 1
2 , 但前者发散而后者却收敛.

注 这个问题是由刘秋生 [7] 得到的, 他还证明, 凡是能用比值判别法判定的满足
条件 an+1 6 an 的正项级数

∑∞
n=1 an, 都可以用问题 6 的方法判定, 反之并不成立. 因

此, 对于满足 an+1 6 an 的正项级数
∑∞
n=1 an, 问题 6 的方法较比值判别法更为广泛.

事实上, 可以证明, 若
lim
n→∞

an+1

an
= ρ < 1,

则

lim
n→∞

a2n
an

= 0.

证 若 limn→∞
an+1

an
= ρ < 1, 则任给 ε > 0, 存在正整数 n0, 使当 n > n0 时恒有

an+1

an
< ρ+ ε.

同时有
an+2

an+1
< ρ+ ε, · · · , a2n

a2n−1
< ρ+ ε.

把它们乘起来得
a2n
an

< (ρ+ ε)n.

由于 ρ+ ε 仍可小于 1, 故
lim
n→∞

a2n
an

= 0.

同理可证, 若 limn→∞
an+1

an
= ρ > 1, 则

lim
n→∞

a2n
an

= +∞.

由此可见, 在满足条件 an+1 6 an 下的正项级数, 凡用比值判别法判断的都可用问
题 6 的方法去判断, 其逆不真. 例如, 考虑级数

∞∑
n=1

nn

n!en
,

这里 an > an+1, 即 nn

n!en > (n+1)n+1

(n+1)!en+1 , 后一不等式可以从 e >
(
1 + 1

n

)n
直接推出,

而且有

lim
n→∞

a2n
an

= lim
n→∞

(2n)2n

(2n)!e2n
· n!e

n

nn

= lim
n→∞

(2n)2nen

nne2n
· n!

(2n)!

= lim
n→∞

(2n)2nen

nne2n
·

√
2πnnne−n√

2π(2n)(2n)2ne−2n

=

√
2

2
>

1

2
,
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故级数
∑∞
n=1

nn

n!en 发散. 但对此级数, 比值判别法就无法判断其敛散性.
周肇锡 [13] 在刘秋生工作的基础上, 得到了关于判别正项级数敛散性的更为精细的

方法, 读者如有兴趣, 可参看作者的原文.

7. 设 an ̸= 0 (n = 1, 2, · · · ),且 limn→∞ an = a (a ̸= 0).证明级数
∑∞
n=1 |an+1−an|

与
∑∞
n=1

∣∣∣ 1
an+1

− 1
an

∣∣∣ 同时敛散.

证 设
∞∑
n=1

un =
∞∑
n=1

|an+1 − an|, (1)

∞∑
n=1

vn =
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1

an+1
− 1

an

∣∣∣∣ . (2)

显然, (1) 与 (2) 均为正项级数, 且

lim
n→∞

un
vn

= lim
n→∞

|an+1 − an|∣∣∣∣ 1

an+1
− 1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|an+1an|

= a2 ̸= 0.

因此,级数
∑∞
n=1 un与

∑∞
n=1 vn同时敛散,即级数

∑∞
n=1 |an+1−an|与

∑∞
n=1

∣∣∣ 1
an+1

− 1
an

∣∣∣
同时敛散.

8. 设 a1 > a2 > a3 > · · · > 0, 且级数
∑∞
n=1 an 收敛. 证明 limn→∞ nan = 0.

证 任给 ε > 0, 由题设及 Cauchy 收敛准则知存在 N1, 当 m > n > N1 时

m∑
k=n+1

ak <
ε

2
.

又因 an+1 6 an, 故

(m− n)am <
ε

2
.

又 limn→∞ an = 0, 故存在 N2, 当 n > N2 时

an <
ε

2N1
.

取 n0 = max{N1, N2}, 则当 n > n0 时

0 6 nan = N1an + (n−N1)an <
ε

2
+
ε

2
= ε,

故 limn→∞ nan = 0.

9. 根据任何正整数 n 能够表达成 n = 2k(2l + 1) 的形式, 证明: 若 an = e−k, bn =

a1a2 · · · an, 则级数
∑∞
n=1 bn 收敛.
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证 因任何正整数 n 可表为

n = 2k(2l + 1)

的形式, 其中 k 和 l 是非负整数, 故当 n 是奇数时, k = 0; 当 n 是偶数时, k 是一个正
整数. 因此, 当 n 是奇数时, an = 1; 当 n 是偶数时, an 6 e−1. 于是, b2n = b2n+1, 从而

∞∑
n=1

bn = b1 + 2b2 + 2b4 + · · · .

因
b2n+2

b2n
= a2n+1a2n+2 6 e−1,

故级数
∑∞
n=1 bn 是收敛的.

10. 若正项级数
∑∞
n=1 an 收敛, 证明级数

∑∞
n=1

√
anan+1 也收敛. 反之, 若∑∞

n=1

√
anan+1收敛,问:

∑∞
n=1 an是否也收敛? 又若 {an}是单调的,且

∑∞
n=1

√
anan+1

收敛, 问: 级数
∑∞
n=1 an 是否收敛?

解 因 (
√
an −√

an+1)
2 = an − 2

√
anan+1 + an+1 > 0, 故

√
anan+1 6 1

2
(an + an+1).

若正项级数
∑∞
n=1 an 收敛, 则 1

2

∑∞
n=1(an + an+1) 收敛, 从而

∑∞
n=1

√
anan+1 也收敛.

反之, 若
∑∞
n=1

√
anan+1 收敛, 则

∑∞
n=1 an 未必收敛. 例如, 取 a2n−1 = 1, a2n =

1
n4 (n = 1, 2, · · · ), 则

∑∞
n=1

√
anan+1 =

∑∞
n=1

2
n2 收敛, 但

∑∞
n=1 an 发散.

若 {an} 单调减少, 即 an > an+1, 则

√
anan+1 > an+1,

因
∑∞
n=1

√
anan+1 收敛, 故

∑∞
n=1 an 也收敛. 若 {an} 单调增加, 即 an 6 an+1, 则

limn→∞ an ̸= 0, 这时
∑∞
n=1 an 发散.

11. 设正项级数
∑∞
n=1 an 发散, sn 表示它的前 n 项之和. 证明级数

∑∞
n=1

an
sn
也

发散.

证 由于 an > 0,
∑∞
n=1 an 发散, 故对任意给定的正整数 n, 只要 m 足够大便有

sn
sm

< 1
2 .

又 ∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

ak
sk

∣∣∣∣∣ = an+1

sn+1
+ · · ·+ am

sm
>
an+1 + · · ·+ am

sm

=
sm − sn
sm

= 1− sn
sm

>
1

2
,

故由 Cauchy 准则得
∑∞
n=1

an
sn
发散.
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12. 设 {an} 是正的单调递增数列. 证明级数
∑∞
n=1

(
1− an

an+1

)
当 {an} 有界时收

敛, 而当 {an} 无界时发散.

证 若 {an} 有界, 则 limn→∞ an = a 存在, 故

sn =
n∑
k=1

ak+1 − ak
a1

=
an+1 − a1

a1
→ a− a1

a1
(n→ ∞),

因此
∑∞
k=1

ak+1−ak
a1

收敛. 而

0 < 1− an
an+1

<
an+1 − an

a1
,

故由比较判别法,
∑∞
n=1(1−

an
an+1

) 收敛.
若 {an} 无界, 则当 n→ ∞ 时 an → +∞.

由于

n+p∑
k=n

(
1− ak

ak+1

)
=

n+p∑
k=n

ak+1 − ak
ak+1

>

n+p∑
k=n

ak+1 − ak
an+p+1

=
an+p+1 − an
an+p+1

= 1− an
an+p+1

,

因而不论 n 有多大, 总可选取充分大的 p 使得 an
an+p+1

< 1
2 , 于是

n+p∑
k=n

(
1− ak

ak+1

)
>

1

2
.

由 Cauchy 准则, 便知级数
∑∞
n=1(1−

an
an+1

) 发散.

13. 设正项级数
∑∞
n=1 an 满足下述条件: (i) {

∑n
k=1(ak − an)}对 n有界; (ii) {an}

单调递减且趋于 0. 证明级数
∑∞
n=1 an 收敛.

证 由所给条件, 存在正数 M 使得对一切正整数 n 都有

0 6
n∑
k=1

(ak − an) 6M. (1)

任取正整数 m, 设 n > m, 则有

M > a1 + · · ·+ am + am+1 + · · ·+ an − nan

= a1 + · · ·+ am −man + am+1 + · · ·+ an − (n−m)an

> a1 + · · ·+ am −man

> mam −man > 0,
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即

0 6 m(am − an) 6M (n > m,m = 1, 2, · · · ).

令 n→ ∞ 得 mam 6M (m = 1, 2, · · · ), 代入 (1) 式便得

0 6
n∑
k=1

ak 6 2M (n = 1, 2, · · · ).

因此, 正项级数
∑∞
n=1 an 收敛.

14. 设数列 {an} 单调递减趋于 0, 且

bk = ak − 2ak+1 + ak+2 > 0 (k = 1, 2, · · · ). (1)

证明
∑∞
k=1 kbk = a1.

证 由 (1) 得 ak − ak+1 > ak+1 − ak+2 > 0 (k = 1, 2, · · · ). 令

ck = ak − ak+1 (k = 1, 2, · · · ),

则 {ck} 单调递减趋于 0. 显然,
∑∞
k=1 ck 收敛, 因此当 k → ∞ 时 kck → 0 (参看本章问

题 8), 即
lim
n→∞

n(an − an+1) = 0. (2)

由于
n∑
k=1

kbk =
n∑
k=1

k[(ak − ak+1)− (ak+1 − ak+2)]

=
n∑
k=1

[k(ak − ak+1)− (k + 1)(ak+1 − ak+2)] +
n∑
k=1

(ak+1 − ak+2)

= a1 − a2 − (n+ 1)(an+1 − an+2) + a2 − an+2

= a1 − an+2 − (n+ 1)(an+1 − an+2).

因此由 (2) 得到
∑∞
k=1 kbk = a1.

15. 设 a0, a1, · · · , an, · · · 是满足

an =
∞∑
k=1

a2n+k (n = 0, 1, 2, · · · )

的数列. 证明: 若
∑∞
n=0 an 收敛, 则 ak = 0 (k = 0, 1, 2, · · · ).

证 显然有 0 6 an+1 6 an (n = 1, 2, · · · ). 若
∑∞
j=1 aj 收敛, 则存在 k > 1, 使∑∞

j=k+1 aj < 1, 从而

ak+1 6 ak =
∞∑

j=k+1

a2j 6 ak+1

 ∞∑
j=k+1

aj

 6 ak+1.
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因此, ak = ak+1, 故 ak+1 = 0, 这表明对 j > k, 均有 aj = 0. 因

ak =
∞∑

j=k+1

a2j ,

故推知当 j < k + 1 时亦有 aj = 0.

16. 设 an > 0. 证明级数

∞∑
n=1

an
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

是收敛的.

证 因为

an
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

=
1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an−1)

− 1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
,

所以
n∑
k=1

ak
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak)

= 1− 1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
.

而 an > 0, 故数列 { 1
(1+a1)(1+a2)···(1+an)} 单调递减且有下界, 因而收敛. 由此可知, 原

级数也收敛.

17. 设
∑∞
n=1 an 为收敛的正项级数, {an − an+1} 严格单调递减. 证明

lim
n→∞

(
1

an+1
− 1

an

)
= +∞.

证 显然, 级数
∑∞
n=1(an − an+1) 收敛, 且 an > an+1 > 0 (n = 1, 2, · · · ). 又

0 <
anan+1

an − an+1
<

a2n
an − an+1

=
1

an − an+1

∞∑
k=n

(a2k − a2k+1)

6
∞∑
k=n

(ak + ak+1),

故

lim
n→∞

(
1

an+1
− 1

an

)
> lim
n→∞

1
∞∑
k=n

(ak + ak+1)

= +∞.

即

lim
n→∞

(
1

an+1
− 1

an

)
= +∞.
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18. 设级数
∑∞
n=1 an 的所有子级数都收敛. 证明

∑∞
n=1 an 绝对收敛.

证 令

a+n =
|an|+ an

2
, a−n =

|an| − an
2

,

则
∑∞
n=1 a

+
n 与

∑∞
n=1(−a−n ) 分别是

∑∞
n=1 an 的一切正项与一切负项做成的子级数.

根据假设,
∑∞
n=1 a

+
n 与

∑∞
n=1(−a−n ) 均收敛, 从而

∑∞
n=1 a

+
n 与

∑∞
n=1 a

−
n 都收敛, 故∑∞

n=1 |an| =
∑∞
n=1(a

+
n + a−n ) 收敛.

19. 设 an > 0, an > an+1 (n = 1, 2, · · · ), 且 limn→∞ an = 0. 证明级数

∞∑
n=1

(−1)n−1 a1 + a2 + · · ·+ an
n

是收敛的.

证 因为

a1+a2+· · ·+an
n

− a1+a2+· · ·+an+1

n+ 1
=
a1 + a2 + · · ·+ an − nan+1

n(n+ 1)

=
(a1−an+1)+(a2−an+1)+· · ·+(an−an+1)

n(n+1)
>0,

所以
{
a1+a2+···+an

n

}
是单调递减数列. 又因 limn→∞ an = 0, 故

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= 0.

因此, 由 Leibniz 判别法知原级数是收敛的.

20. (Abel 引理) 设 {an} 是实数列, 其部分和 sn = a1 + a2 + · · · + an 满足

m 6 sn 6 M(n ∈ N,m,M 是实数), 又 {bn} 是满足 b1 > b2 > · · · > 0 的数列. 证明:
对 n ∈ N 有

mb1 6
n∑
k=1

akbk 6Mb1.

证 易知
n∑
k=1

akbk 6
n∑
k=1

sk(bk − bk+1)− snbn+1.

因 bk − bk+1 > 0, sk 6M, 故

n∑
k=1

akbk 6M

n∑
k=1

(bk − bk+1) +Mbn+1 =Mb1.

类似地可证 mb1 6
∑n
k=1 akbk.
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21. 证明无穷级数
∑∞
n=1 an 收敛的充要条件是对每个正整数列 {pn}, 有

tn = an+1 + an+2 + · · ·+ an+pn → 0 (n→ ∞).

证 必要性: 设
∑∞
n=1 an 收敛, 则对任意 ε > 0, 存在正整数 n0, 当 n > n0 时对所

有 p, 有

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε.

从而当 n > n0 时有

|tn| < ε.

充分性: 若级数
∑∞
n=1 an 发散,则存在某个正数 ε0,对任何正整数 n0,存在 n > n0

及 p, 使

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| > ε0.

由于 n0 是任取的, 因而存在正整数列 {pn}, 使对应的数列 {tn} 不收敛于 0, 矛盾.

22. 设 sn 是无穷级数
∑∞
n=1 an 的部分和, 再设数列 {bn} 满足条件:

(i) 数列 {snbn+1} 收敛,
(ii) 级数

∑∞
n=1 sn(bn − bn+1) 收敛.

证明
∑∞
n=1 anbn 收敛.

证 因为

tn =

n+pn∑
k=n+1

akbk =

n+pn∑
k=n+1

sk(bk − bk+1)− (snbn+1 − sn+pnbn+pn+1).

对于每一个所取的正整数 pn, 利用题设和本章问题 21, 有

tn → 0 (n→ ∞),

从而
∑∞
n=1 anbn 收敛.

23. 分别在下列情况中, 证明本章问题 22 的条件是成立的:
(i) bn > bn+1 (n = 1, 2, · · · ), bn → 0 (n→ ∞), {sn} 是有界的.
(ii) bn > bn+1 > α (n = 1, 2, · · · ) 且

∑∞
n=1 an 收敛.

(iii) bn → 0 (n→ ∞),
∑∞
n=1 |bn+1 − bn| 收敛, 且 {sn} 是有界的.

证 (i) 因 {sn} 有界且 limn→∞ bn = 0, 故

snbn+1 → 0 (n→ ∞).

又由于
n∑
k=1

(bk − bk+1) = b1 − bn+1,
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故级数
∑∞
n=1(bn − bn+1) 是收敛的. 而 bn > bn+1, 故

∑∞
n=1(bn − bn+1) 是绝对收敛的,

从而
∑∞
n=1 sn(bn − bn+1) 是收敛的.

(ii) 因 bn > bn+1 > α, 故 limn→∞ bn = α0 存在且 α0 > α. 而 {sn} 收敛, 故
{snbn+1} 也收敛. 又由于

n∑
k=1

(bk − bk+1) = b1 − bn+1 → b1 − α0 (n→ ∞),

因而
∑∞
n=1 sn(bn − bn+1) 是收敛的.

(iii) 由题设知 snbn+1 → 0 (n → ∞). 再利用在 (i), (ii) 情形中的论证知∑∞
n=1 sn(bn − bn+1) 是收敛的.
因此, 如果满足上述三个条件中的一个, 那么本章问题 22 的条件都是成立的.

24. 设级数
∑∞
n=1 n(an− an−1) 收敛, 且 limn→∞ nan 存在. 证明级数

∑∞
n=0 an 也

收敛.

证 设 limn→∞
∑n
k=1 k(ak − ak−1) = s, limn→∞ nan = l, 因

∑n−1
k=0 ak 可记作

n−1∑
k=0

ak = nan −
n∑
k=1

k(ak − ak−1),

故

lim
n→∞

n−1∑
k=0

ak = l − s.

即级数
∑∞
n=0 an 收敛.

25. 设级数
∑∞
n=1 an 收敛,

∑∞
n=1(bn+1 − bn) 绝对收敛. 证明级数

∑∞
n=1 anbn 也

收敛.

证 因级数
∑∞
n=1 an 收敛, 故据 Cauchy 准则, 对任给 ε > 0, 存在正整数 n0, 使当

n > n0 及任意正整数 p, 有 ∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

又因级数
∑∞
n=1(bn+1 − bn) 绝对收敛, 故存在正整数 n′0, 使当 n > n′

0 及任意正整

数 p, 有
n+p∑
k=n

|bk+1 − bk| < ε.

因级数
∑∞
n=1(bn+1 − bn) 收敛, 故其部分和数列 {

∑n
k=1(bk+1 − bk)} 收敛, 即 {bn}

收敛. 因此, 存在 M 而有

|bn| 6M (n = 1, 2, · · · ).



问 题 229

据 Abel 变换, 当 n > max{n0, n′0} 时, 对任何正整数 p, 有∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

anbn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(bn − bn+1)an + (bn+1 − bn+2)

n+1∑
k=n

ak

+ · · ·+ (bn+p−1 − bn+p)

n+p−1∑
k=n

ak + bn+p

n+p∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣
6 |bn − bn+1| · |an|+ |bn+1 − bn+2| ·

∣∣∣∣∣
n+1∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣
+ · · ·+ |bn+p−1 − bn+p| ·

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣+ |bn+p| ·

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣
6
(
n+p−1∑
k=n

|bk+1 − bk|

)
ε+Mε 6 ε2 +Mε.

因此, 据 Cauchy 准则, 级数
∑∞
n=1 anbn 收敛.

26. 设级数
∑∞
n=1 nan 收敛, 证明级数

tn = an + 2an+1 + 3an+2 + · · ·+ kan+k−1 + · · · (1)

也收敛, 且 limn→∞ tn = 0.

证 令 sn = nan + (n+ 1)an+1 + · · ·+ (n+m)an+m + · · · , 则 sn − sn+1 = nan,

即 an = sn−sn+1

n .

由 Abel 变换得
n0∑
k=0

(k + 1)an+k =

n0∑
k=0

k + 1

k + n
(sn+k − sn+k+1)

=
sn
n

− n0 + 1

n0 + n
sn+n0+1 +

n0∑
k=1

(
k + 1

n+ k
− k

n+ k − 1

)
sn+k.

因级数
∑∞
n=1 nan 收敛, 故 limn→∞ sn = 0. 又

∞∑
k=1

(
k + 1

n+ k
− k

n+ k − 1

)
= 1− 1

n
,

故级数 (1) 收敛, 且有

tn =
sn
n

−
∞∑
k=1

(
n+ 1

n+ k
− k

n+ k − 1

)
sn+k.

显然, limn→∞ tn = 0.
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27. 讨论级数
1

1p
− 1

2q
+

1

3p
− 1

4q
+ · · ·

的绝对收敛与条件收敛性.

解 (i) 若 p > 1, q > 1, 则

|an| 6


1

np
, p 6 q,

1

nq
, p > q.

其中 an 代表上述级数的第 n 项. 由比较判别法知, 此时所论级数绝对收敛.
(ii) 若 p 6 0, q 6 0, 则所论级数发散.
(iii) 若 0 < p 6 1, q > 1 (或 p > 1, 0 < q 6 1), 仅以 0 < p 6 1, q > 1 为例: 考察级

数 (
1

1p
− 1

2q

)
+

(
1

3p
− 1

4q

)
+ · · · . (1)

由于
∑∞
n=1

1
(2n−1)p 发散,

∑∞
n=1

1
(2n)q 收敛, 故级数 (1) 发散, 从而所论级数发散.

(iv) 若 0 < p < q 6 1, 考察级数(
1

1p
− 1

2q

)
+

(
1

3p
− 1

4q

)
+ · · ·+

(
1

(2n− 1)p
− 1

(2n)q

)
+ · · · . (2)

由于

lim
n→∞

1

(2n− 1)p
− 1

(2n)q

1

(2n− 1)p

= lim
n→∞

(
1− (2n− 1)p

(2n)q

)
= 1,

故正项级数 (2) 与正项级数
∑∞
n=1

1
(2n−1)p 同时收敛或同时发散, 而

∑∞
n=1

1
(2n−1)p 发

散, 故知级数 (2) 也发散, 从而所设级数发散.
用类似的方法可证明 0 < q 6 p 6 1 时, 所论级数发散.
(v) 若 0 < p = q 6 1, 则所论级数条件收敛.
综上所述, 当 p > 1, q > 1 时, 绝对收敛; 当 0 < p = q 6 1 时, 条件收敛; 其余情形

均发散.

28. 证明: 如果将收敛级数
∑∞
n=1 an 的项重新排列, 使得每一项离开原有位置不超

过 m 个位置 (m 为任一给定的正整数), 则重排后的新级数仍收敛, 且和不变.

证 设
∑∞
n=1 an 的 n 项部分和为 sn, 和为 s, 即

lim
n→∞

sn = s, (1)
lim
n→∞

an = 0. (2)
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由 (1), (2) 可知, 对任意 ε > 0, 存在 n0 ∈ N, 当 n > n0 时, 有

|sn − s| < ε

2
, |an+1| <

ε

2m
, |an+2| <

ε

2m
, · · · . (3)

设重排后的级数 n 项和为 σn. 由题设知

σn+m = sn + b1 + b2 + · · ·+ bm,

其中 b1, b2, · · · , bm 为原级数
∑∞
n=1 an 的第 n+ 1 项至第 n+ 2m 项中某 m 项. 从 (3)

知, 当 n > n0 时, 有
|bk| <

ε

2m
(k = 1, 2, · · · ,m).

于是

|σn+m − s| = |sn + b1 + b2 + · · ·+ bm − s|

6 |sn − s|+ |b1|+ |b2|+ · · ·+ |bm|

<
ε

2
+

ε

2m
+ · · ·+ ε

2m
= ε,

即

lim
n→∞

σn+m = s.

29. 给定级数
∑∞
n=1

an
nx , 其中 an 均为实数. 证明: 存在 r (−∞ 6 r 6 +∞), 使当

x < r 时级数
∑∞
n=1

an
nx 发散, 而当 x > r 时收敛.

证 首先我们证明, 若
∑∞
n=1

an
nλ 收敛, λ ∈ (−∞,+∞), 则对任意 x > λ,

∑∞
n=1

an
nx

也收敛.
事实上, 因

∞∑
n=1

an
nx

=

∞∑
n=1

an
nλ

· 1

nx−λ
,

而 x − λ > 0, 故
{

1
nx−λ

}
为一单调递减的有界数列. 因此, 由 Abel 判别法知级数∑∞

n=1
an
nx 收敛.
兹证题中 r 的存在性.
事实上, 若对任意 x ∈ (−∞,+∞), 级数

∑∞
n=1

an
nx 皆收敛或皆发散, 则 r = +∞

或 r = −∞, 故所证成立, 因此, 不妨设有 x1, x2 ∈ (−∞,+∞), 使
∑∞
n=1

an
nx1
发散,∑∞

n=1
an
nx2
收敛. 由前面所证可知必有 x1 < x2. 令

E =

{
x :

∞∑
n=1

an
nx
收敛

}
,

则集 E 非空且有下界, 故 r = infE 存在. 此 r 即为所求, 因为按下确界的定义, 有
xn → r (n → ∞), xn ∈ E, xn > r, 由前面证得的结果知, 若 x > xn, 则 x ∈ E. 因

xn → r (n → ∞), 故对任意 x > r, 皆有 x ∈ E. 若 x < r, 由 r 的定义显然 x /∈ E, 即∑∞
n=1

an
nx 发散.
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30. 设 φ(x) 对于正值 x 有意义, 并且当 x 足够大时可以表示为级数

φ(x) = a0 +
a1
x

+ · · ·+ an
xn

+ · · · ,

这里 a0, a1 是实数. 证明: 当且仅当 a0 = a1 = 0 时, 级数

φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n) + · · ·

收敛.

证 必要性: 因为对于足够大的 x, 级数

a0 +
a1
x

+ · · ·+ an
xn

+ · · ·

收敛, 所以对于某个 x0, 有 an
xn
0
→ 0 (n→ ∞). 于是存在 c, 使得 an 6 cn, 从而当 x > 2c

时, ∣∣∣a2
x2

+
a3
x3

+ · · ·+ an
xn

+ · · ·
∣∣∣ 6 c2

x2

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2n
+ · · ·

)
=

2c2

x2
,

亦即

φ(n) = a0 +
a1
n

+ ε(n),

这里对足够大的 n, |ε(n)| < K
n2 . 现在可以看到, 当 a0 = a1 = 0 时, 级数

∑∞
n=1 φ(n) 收

敛, 这是因为收敛级数
∑∞
n=1

K
n2 为其优级数.

充分性: 如果
∑∞
n=1 φ(n) 收敛, 那么 φ(n) → 0 (n → ∞). 由此 a0 = 0. 如果此

时 a1 ̸= 0, 那么 φ(n) = a1
n + ε(n) = a1

[
1
n + 0

(
1
n

)]
. 与调和级数相比较, 可见级数∑∞

n=1 φ(n) 发散, 矛盾.

31. 设 0 < λn 6 λn+1 (n = 1, 2, · · · ), φ 是 [λ1,+∞) 上的正值非减函数, 使得

∫ +∞

λ1

dt

tφ(t)
< +∞.

证明级数
∑∞
n=1

λn

φ(λn)
( 1
λn

− 1
λn+1

) 收敛 ([22], 1964, p. 445).

证 因

∞∑
n=1

λn
φ(λn+1)

(
1

λn
− 1

λn+1

)
=

∞∑
n=1

λn+1 − λn
λn+1φ(λn+1)

6
∞∑
n=1

∫ λn+1

λn

dt

tφ(t)
< +∞,
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故
∑∞
n=1

λn

φ(λn+1)
( 1
λn

− 1
λn+1

) 收敛. 又因

∞∑
n=1

λn
φ(λn)

(
1

λn
− 1

λn+1

)
−

∞∑
n=1

λn
φ(λn+1)

(
1

λn
− 1

λn+1

)

=

∞∑
n=1

(
1− λn

λn+1

)(
1

φ(λn)
− 1

φ(λn+1)

)

<
∞∑
n=1

(
1

φ(λn)
− 1

φ(λn+1)

)
6 1

φ(λ1)
,

故级数
∑∞
n=1

λn

φ(λn)
( 1
λn

− 1
λn+1

) 也收敛.

32. r 是什么实数时, 级数
1

2
+ r cosx+ r2 cos 2x+ r3 cos 4x+ · · ·

的所有部分和对所有的 x 非负?

解 因为 1
2 + r cosx > 0, 所以 |r| 6 1

2 . 我们记 φ(y) = r cos y + r2 cos 2y, 则当
y = kπ 或 cos y = − 1

4r 时,

φ′(y) = −r sin y(1 + 4r cos y) = 0.

因 |r| 6 1
2 , 故在第一种情形下, φ(y) > − 1

4 ; 而在第二种情形下, φ(y) = −1
4 +

r2
(

1
8r2 − 1

)
> −3

8 . 因此, 对任何 y, φ(y) > −3
8 .

其次, 我们求得

s2n+1 =
1

2
+ φ(x) + r2φ(4x) + · · ·+ r2(n−1)φ(4n−1x)

> 1

2
− 3

8
(1 + r2 + · · ·+ r2(n−1))

> 1

2
− 3

8

(
1 +

1

4
+ · · ·+ 1

4n−1

)
=

1

2
− 4− 4−(n+1)

8
=

1

2 · 4n
=

1

22n+1
> 0.

s2n+2 = s2n+1 + r2n+1 cos 22nx > s2n+1 −
1

22n+1
> 0.

因此, 当 |r| 6 1
2 时, 所有部分和非负.

33. 证明
∑∞
n=2

sinn
lnn 为条件收敛级数.

证 因

∞∑
n=2

sinn =

cos 3
2
− cos

(
m+

1

2

)
2 sin 1

2

(m = 2, 3, · · · ),
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故 ∣∣∣∣∣
∞∑
n=2

sinn
∣∣∣∣∣ 6 1

sin 1

2

(m = 2, 3, · · · ).

又 n > 2 时, 1
lnn > 0 且单调减少趋于 0, 故由 Dirichlet 判别法, 级数

∞∑
n=2

sinn
lnn

收敛. 又, 对任意 x ∈ (−∞,+∞), sinx 与 sin(x+ 1) 不同时为 0, 故

f(x) = | sinx|+ | sin(x+ 1)|

是 (−∞,+∞) 上的正值周期连续函数. 于是, 存在 l > 0, 使

f(x) > l[x ∈ (−∞,+∞)].

因此,
∞∑
n=2

| sinn|
lnn =

∞∑
k=1

(
| sin 2k|
ln 2k +

| sin(2k + 1)|
ln(2k + 1)

)

>
∞∑
k=1

| sin 2k|+ | sin(2k + 1)|
ln(2k + 1)

> l
∞∑
k=1

1

ln(2k + 1)
,

而
∑∞
k=1

1
ln(2k+1) 发散, 故

∑∞
n=2

| sinn|
lnn 发散.

34. 求级数
∑∞
n=1

sinnx
enx 的收敛域.

解 (i) 当 x = 0 时, 级数显然收敛.
(ii) 当 x > 0 时, 有 ∣∣∣∣ sinnxenx

∣∣∣∣ 6 1

enx
,

故原级数绝对收敛.
(iii) 当 x < 0 时, 则
α) 若 x = −λπ (λ = 1, 2, · · · ), 这时级数各项为 0, 故原级数收敛.
β) 若 x = −λπ, 当 λ 为无理数时, 就有 sinnλ ̸= 0, 于是 sinnx

enx → ∞ (n → ∞),

故级数发散. 当 λ 为有理数时, 即 λ = p
q (p 与 q 为互素整数), 在 n 是 q 的倍数时,

sinnx = 0, 而在其他情形, 都有 sinnx ̸= 0. 显然, 级数的通项不趋于零, 因此级数发散.
综上讨论, 可知仅当 x > 0 及 x = −kπ (k = 1, 2, · · · ) 时级数收敛.

35. 考察级数
∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

) sinnx
n

的敛散性.
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解 当 x = kπ 时, 级数显然收敛.
当 x ̸= kπ 时, 令 an = sinnx,

bn =

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
· 1
n
,

bn+1 − bn =

n

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
− (n+ 1)

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
n(n+ 1)

=

n

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
− (n+ 1)

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
+ 1

n(n+ 1)

< 0, bn → 0 (n→ ∞),

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin kx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k=1

sin kx sinx
sinx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(cos(k − 1)x− cos(k + 1)x)

∣∣∣∣∣
2| sinx| 6 2

| sinx| ,

由 Dirichlet 判别法知级数收敛.

36. 设 {un} 与 {vn} 都是单调递减趋于零的数列. 证明级数
∑∞
n=1(−1)n−1un 与∑∞

n=1(−1)n−1vn 的乘积级数
∑∞
n=1(−1)n−1wn 为收敛的充要条件是:

wn = u1vn + u2vn−1 + · · ·+ unv1 → 0 (n→ ∞).

证 必要性是显然的, 今证充分性. 令

An =
n∑
k=1

(−1)k−1uk, Bn =
n∑
k=1

(−1)k−1vk,

Cn =
n∑
k=1

(−1)k−1wk,

并以 A,B 分别表
∑∞
k=1(−1)k−1uk,

∑∞
k=1(−1)k−1vk, 则

Cn = w1 − w2 + w3 + · · ·+ (−1)n−1wn

= u1v1 − u1v2 + u1v3 − · · ·+ (−1)n−1u1vn

−u2v1 + u2v2 − · · ·+ (−1)n−1u2vn−1

+u3v1 − · · ·+ (−1)n−1u3vn−2

− · · ·

+(−1)n−1unv1

= u1Bn − u2Bn−1 + u3Bn−2 − · · ·+ (−1)n−1unB1.

从而

AnB − Cn = u1(B −Bn)− u2(B −Bn−1) + · · ·+ (−1)n−1un(B −B1).
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据题设

|B −Bn| 6 vn+1, |B −Bn−1| 6 vn, · · · , |B −B1| 6 v2,

于是

|AnB − Cn| 6 u1vn+1 + u2vn + · · ·+ unv2

= wn+1 − un+1v1 → 0 (n→ ∞),

所以

lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

AnB = AB.

37. 设 {un} 与 {vn} 都是递减趋于 0 的数列. 证明:
∑∞
n=1(−1)n−1un 与∑∞

n=1(−1)n−1vn 的乘积级数收敛的充要条件是 Unvn → 0 并且 Vnun → 0, 这里

Un = u1 + u2 + · · ·+ un, Vn = v1 + v2 + · · ·+ vn.

证 充分性: 设 Unvn → 0, Vnun → 0, 则由 {un} 和 {vn} 的单调性, 得到

w2n = u1v2n + u2v2n−1 + · · ·+ unvn+1 + un+1vn + · · ·+ u2nv1

6 (u1 + u2 + · · ·+ un)vn + (v1 + v2 + · · ·+ vn)un

= Unvn + Vnun,

w2n+1 6 Unvn + Vnun + un+1vn+1.

所以 wn → 0, 于是由本章问题 36 知
∑∞
n=1(−1)n−1un 与

∑∞
n=1(−1)n−1vn 的乘积级

数收敛.
必要性: 设

∑∞
n=1(−1)n−1un 与

∑∞
n=1(−1)n−1vn 的乘积级数收敛, 则 wn → 0 (参

看本章问题 36). 于是, 由

Unvn = (u1 + u2 + · · ·+ un)vn 6 u1vn + u2vn−1 + · · ·+ unv1 = wn,

Vnun 6 wn

可知 Unvn → 0, Vnun → 0 (n→ ∞).

38. 设收敛级数
∑∞
n=0 an 和

∑∞
n=0 bn 中至少有一个绝对收敛, 又设 cn = a0bn +

a1bn−1 + · · ·+ anb0. 证明
∑∞
n=0 cn 必收敛, 且( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn.

证 不妨设
∑∞
n=0 an 为绝对收敛, 且设

An =

n∑
k=0

ak → A, Bn =

n∑
k=0

bk → B (n→ ∞).

Cn =
n∑
k=0

ck,
∞∑
k=0

|ak| = A′, |Bn| 6 B′.



反 例 237

则如同本章问题 36 的证明, 可得

AnB − Cn = a0(B −Bn) + a1(B −Bn−1) + · · ·+ an(B −B0)

从而

|AnB − Cn| 6
(n

2 )−1∑
ν=0

|aν ||B −Bn−ν |+
n∑

ν=(n
2 )

|aν ||B −Bn−ν |

6 A′ max
(n

2 )6k6n
|B −Bk|+ 2B′

n∑
ν=(n

2 )

|aν |,

可见 AnB − Cn → 0, 即 Cn → AB (n→ ∞).

反 例

1. 一个收敛级数
∑∞
n=1 an, 使

∑∞
n=1 a

2
n 发散.

取 an = (−1)n√
n
, 则级数

∑∞
n=1 an 收敛, 而级数

∑∞
n=1 a

2
n =

∑∞
n=1

1
n 发散.

注 容易证明, 若级数
∑∞
n=1 an 绝对收敛, 则

∑∞
n=1 a

2
n 必定收敛. 上述反例说明

了在这个命题中, 不能把绝对收敛减弱为条件收敛.

2. 一个发散的正项级数
∑∞
n=1 an, 使

∑∞
n=1 a

2
n 收敛.

取 an = 1
n , 则级数

∑∞
n=1

1
n 发散而

∑∞
n=1

1
n2 收敛.

注 如果正项级数
∑∞
n=1 an 收敛, 那么级数

∑∞
n=1 a

2 也收敛. 上述反例说明了它
的逆命题并不成立.

3. 一个发散级数
∑∞
n=2 an, 使对每一 k > 2, 级数

∑∞
n=2 akn 都收敛.

令 an = 1
n lnn , 则级数

∞∑
n=2

1

n lnn

发散, 但对每一 k > 2, 级数
∞∑
n=2

akn =
∞∑
n=2

1

knn ln k

收敛.
4. 一个收敛的正项级数

∑∞
n=1 an, 使

∑∞
n=1

√
an√
n
发散.

令 an = 1
n ln2(n+1)

, 则级数

∞∑
n=1

1

n ln2(n+ 1)
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收敛. 但级数
∞∑
n=1

√
an√
n

=

∞∑
n=1

1

n ln(n+ 1)

发散.

注 如果正项级数
∑∞
n=1 an 收敛, 那么由不等式

∞∑
n=1

√
an
np

6 1

2

( ∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

1

n2p

)

可知. 当 p > 1
2 时, 级数

∑∞
n=1

√
an
np 收敛. 上述反例说明了当 p 6 1

2 时, 这个结论不再
正确.

5. 一个发散级数
∑∞
n=1 an, 使

∑∞
n=1(a2n−1 + a2n) 收敛.

取 an = (−1)n, 则级数
∑∞
n=1 an 发散. 由于 a2n−1 + a2n = 0 (n = 1, 2, · · · ), 因而

级数
∑∞
n=1(a2n−1 + a2n) 收敛.

注 容易证明, 如果级数
∑∞
n=1 an 收敛, 则级数

∑∞
n=1(a2n−1 + a2n) 也收敛, 且其

和相等. 上述反例说明了它的逆命题并不成立.

6. 两个发散的非负项级数
∑∞
n=1 an 与

∑∞
n=1 bn, 使

∑∞
n=1 min{an, bn} 收敛.

容易证明,如果非负项级数
∑∞
n=1 an与

∑∞
n=1 bn均收敛,那么级数

∑∞
n=1 max{an, bn}

与
∑∞
n=1 min{an, bn}也均收敛. 如果

∑∞
n=1 an与

∑∞
n=1 bn均发散,那么

∑∞
n=1 max{an, bn}

亦必发散. 然而,
∑∞
n=1 min{an, bn}未必发散,例如,级数

∑∞
n=1

1+(−1)n

2 与
∑∞
n=1

1+(−1)n

2

皆发散, 但是
∞∑
n=1

min{an, bn} = 0 + 0 + · · ·

却收敛.
7. 一个发散级数

∑∞
n=1 an, 其部分和数列有界且 limn→∞ an = 0.

设 {an} 为

1,−1

2
,−1

2
,
1

3
,
1

3
,
1

3
,−1

4
,−1

4
,−1

4
,−1

4
, · · · ,

则 limn→∞ an = 0, 且对每一 n, 都有 0 6 sn 6 1, 其中

sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

然而,由于 {sn}中有无穷多个 sn取值为 0,又有无穷多个 sn取值为 1,因而 limn→∞ sn

并不存在, 即级数
∑∞
n=1 an 发散.

注 如果级数
∑∞
n=1 an 收敛, 那么其部分和数列有界且 limn→∞ an = 0. 上述反例

说明了这个命题之逆并不成立.
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8. 任给一个发散的正项级数
∑∞
n=1 an, 可以构造一个收敛于零的正数列 {cn}, 使∑∞

n=1 cnan 仍然发散.
令 sn = a1 + a2 + · · ·+ an, 我们先证明级数

∞∑
k=1

sk+1 − sk
sk+1

发散. 因数列 {sk} 发散于无穷大, 故对任意正整数 m, 存在正整数 n 使 sn+1 > 2sm.

又, 数列 {sk} 是递增的, 因此
n∑

k=m

sk+1 − sk
sk+1

>
n∑

k=m

sk+1 − sk
sn+1

=
sn+1 − sm
sn+1

>
sn+1 −

1

2
sn+1

sn+1
=

1

2
,

即对任意正整数 m, 存在正整数 n, 使
n∑

k=m

sk+1 − sk
sk+1

>
1

2
.

这表明级数
∑∞
k=1

sk+1−sk
sk+1

的部分和不能形成 Cauchy 数列, 从而
∞∑
k=1

sk+1 − sk
sk+1

= +∞.

但 sk+1 − sk = ak+1, 因此

∞∑
k=1

ak+1

sk+1
=

∞∑
k=2

ak
sk

= +∞.

取 ck = 1
sk
, 则 k → ∞ 时 ck → 0 且

∑∞
k=2 ckak = +∞.

注 这个例子特别证明了无论一个正项级数
∑∞
n=1 an 怎样慢地发散于无穷大, 总

会有一个正项级数
∑∞
n=1 cnan 比它发散得更慢.

9. 任给一个收敛的正项级数
∑∞
n=1 an, 可以构造一个收敛于零的正数列 {cn}, 使∑∞

n=1
an
cn
仍然收敛.

令 rn =
∑∞
k=n+1 ak, cn =

√
rn−1 +

√
rn, 因

∑∞
n=1 an 收敛, 故有

lim
n→∞

cn = 0.

现证级数
∑∞
n=1

an
cn
收敛. 为此, 令

sn =
n∑
k=1

ak
ck

=
n∑
k=1

rk−1 − rk√
rk−1 +

√
rk

=
n∑
k=1

(
√
rk−1 −

√
rk),
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则当 n > m 时

|sn − sm| =
n∑

k=m+1

(
√
rk−1 −

√
rk) =

√
rm −

√
rn

→ 0 (m,n→ ∞).

据 Cauchy 收敛准则, 知级数
∑∞
k=1

ak
ck
收敛.

注 这个例子特别证明了无论一个正项级数
∑∞
n=1 an 怎样慢地收敛, 总会有一个

正项级数
∑∞
n=1

an
cn
比它收敛得更慢.

本章反例 8 和反例 9 使我们得到这样的有原则性的断言: 任何收敛 (发散) 级数不
可能作为建立跟此级数相比较的另一级数的收敛性 (发散性) 的比较法的万能的工具.

10. 给定使 limn→∞ bn = 0 的正数列 {bn}, 有一个正项发散级数
∑∞
n=1 an, 适合

limn→∞ an = 0 且 limn→∞
an
bn

= 0.

从 {bn} 中选取不相邻项的子列 {bnk
}, 使得 limk→∞ bnk

= 0, 然后设 ank
=

b2nk
(k = 1, 2, · · · ). 至于每个其他值的 n : n = m1,m2, · · · ,mj , · · · , 设 amj = 1

j .

于是, 当 n → ∞ 时 an → 0,
∑∞
n=1 an 发散, 又 k → ∞ 时

ank

bnk
= bnk

→ 0, 所以

limn→∞
an
bn

= 0.

注 这个例子特别证明了无论一个正数列 {bn} 怎样快地收敛于零, 总有一个足够
慢地收敛于零的正数列 {an} 以确保级数

∑∞
n=1 an 的发散性, 而且 {an} 还有一个子列

比 {bn} 相应的子列收敛于零更快.

11. 给定使 limn→∞ bn = 0 的正数列 {bn}, 有一个正项收敛级数
∑∞
n=1 an, 适合

limn→∞
an
bn

= +∞.

选定 {bn} 的一个子列 {bnk
}, 使得对于各正整数 k, 都有 bnk

< k−3, 然后令

ank
= k−2 (k = 1, 2, · · · ). 至于其他值的 n, 设 an = n−2. 于是

∑∞
n=1 an < +∞, 又当

k → ∞ 时, ank

bnk
→ +∞, 从而 limn→∞

an
bn

= +∞.

注 这个例子特别证明了无论一个正数列 {bn} 怎样慢地收敛于零, 总有一个足够
快地收敛于零的正数列 {an} 以确保级数

∑∞
n=1 an 的收敛性, 而且 {an} 还有一个子列

比 {bn} 的相应子列收敛于零更慢.

12. 给定一个满足 limn→∞ cn = 0 的正数列 {cn}, 有一个正项收敛级数
∑∞
n=1 an

和一个正项发散级数
∑∞
n=1 bn, 使得

an
bn

= cn.

选定 {cn} 的一个子列 {cnk
}, 使得对于正整数 k, 都有 cnk

< k−2, 然后设 ank
=

cnk
, bnk

= 1 (k = 1, 2, · · · ). 至于每个其他值的 n, 设 an = n−2, bn = (n2cn)
−1. 于是,∑∞

n=1 an 收敛. 由于 limn→∞ bn ̸= 0, 所以
∑∞
n=1 bn 发散, 而且 an

bn
= cn (n = 1, 2, · · · ).

注 这个例子特别证明了无论一个正数列 {cn} 怎样慢地收敛于零, 总存在这样两
个正项级数, 一个收敛, 另一个发散, 而它们第 n 项的比值就是 cn.
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13. 给定使 limn→∞ an = 0 的数列 {an}, 有一个递减的正数列 {bn}, 使
∑∞
n=1 bn

发散而
∑∞
n=1 anbn 绝对收敛.

下面的构造法属于 Blair[28].
定义正整数列 {mk} 使

(i) |an| < 2−k (n > mk).

(ii) mk > 2mk−1.

对 mk < n 6 mk+1, 定义

bn =
1

mk+1 −mk
.

据 (ii), mk+1 −mk > mk −mk−1. 因此, 对一切 k 均有 bk+1 6 bk. 因

mk+1∑
n=mk+1

bn = 1,

故
∑∞
n=1 bn 发散. 又因

mk+1∑
n=mk+1

|anbn| =
1

mk+1 −mk

mk+1∑
n=mk+1

|an| 6 2−k,

故
∑∞
n=1 anbn 绝对收敛.
14. 存在一个正项收敛级数

∑∞
n=1 an, 使得 an ̸= o

(
1
n

)
.

若 n 是整数的平方, 则令 an = 1
n , 否则就令 an = 1

n2 . 于是 an ̸= o
(
1
n

)
, 并且级数∑∞

n=1 an 收敛, 这是因为它的任何部分和不超过

2
∞∑
n=1

1

n2
= c < +∞.

15. 存在一个收敛级数
∑∞
n=1 an, 使得

∑∞
n=1 a

3
n 发散.

级数

1− 1

2 · 3
√
2
− 1

2 · 3
√
2
+

1
3
√
2
− · · · − 1

n · 3
√
n
− · · · − 1

n · 3
√
n︸ ︷︷ ︸

n

+
1
3
√
n
− · · ·

收敛, 并且其和为 1. 但是, 由它的项的立方组成的级数是发散的, 这是因为这个级数的
下列形式的部分和

1− 1

23 · 2
− 1

23 · 2
+

1

2
− · · · − 1

n3 · n
− · · · − 1

n3 · n︸ ︷︷ ︸
n 个

+
1

n

等于 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n − 1
23 − · · · − 1

n3 , 当 n→ ∞ 时, 它趋于 +∞.
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16. 存在一个正整数列 {nk}, 使
∞∑
k=1

1

nk
< +∞,

∞∑
k=1

1

nnk

= +∞.

我们选取这样的正整数列 {nk}, 它适合

nk3 = k2 (k = 1, 2, · · · ),

而其余各项组成如下的子列:

1, 23, 23, 33, 33, 33, · · · , k3, · · · , k3︸ ︷︷ ︸
k 个

, · · · .

于是
∞∑
k=1

1

nk
=

∞∑
k=1

k

k3
+

∞∑
k=1

1

k2
= 2

∞∑
k=1

1

k2
< +∞.

另一方面, 子列 {nnk
} 中相应于非整数立方的足码 k 的那些项, 组成了如下形式的

子列:
12, 22, 22, · · · , k2, · · · , k2︸ ︷︷ ︸

k 个

, · · · .

因此有
∞∑
k=1

1

nnk

>
∞∑
k=1

k

k2
=

∞∑
k=1

1

k
= +∞.

17. 任给正数 s, 存在正项级数
∑∞
n=1 an, 使对任何正数 σ (0 < σ 6 s), 都可以用

一个无穷子级数来表示:
∑∞
k=1 ank

= σ.

先做一个收敛于 s 的级数

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · = s,

使其项满足不等式

a1 > a2 > a3 > · · · ,

0 < an 6 an+1 + an+2 + · · · (n = 1, 2, · · · ).

记

an + an+1 + · · ·+ an+ν = sn,ν (n = 1, 2, · · · ; ν = 0, 1, 2, · · · ).

lim
ν→∞

sn,ν = sn (n = 1, 2, · · · ).

假定 an1 是满足 an1 < σ 的第一项, 则或者存在 ν1, 使 sn1,ν1 < σ, sn1,ν1+1 > σ, ν1 > 0;

或者有 sn1 6 σ. 在第二种情形, 由于 sn1 > an1−1 > σ, 因此有 sn1 = σ (当 n1 = 1
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时, 这意味着 s1 = s > σ), 即 σ 可以用一个无穷子级数表示. 在第一种情况, 我
们确定满足 n2 > n1 + ν1 与 sn1,ν1 + an2 < σ 的第一项 an2 , 则或者存在 ν2, 满

足 sn1,ν1 + sn2,ν2 < σ, sn1,ν1 + sn2,ν2+1 > σ, ν2 > 0, 或者 sn1,ν1 + sn2
6 σ. 在第二

种情形, 我们有 sn1,ν1 + sn2 = σ, 这是因为 sn1,ν1 + sn2 > sn1,ν1 + an2−1 > σ (因
sn1,ν1 + an1+ν1+1 = sn1,ν1+1 > σ, 故 n2 > n1 + ν1 + 1), 即 σ 又可以用一个无穷子级数

表示. 如果这个过程永不终止 (如果在每一步总出现第一种情形), 则

σ = sn1,ν1 + sn2,ν2 + sn3,ν3 + · · · .

注 如果
∑∞
n=1 an 满足条件:

a1 =
1

2
, an = an+1 + an+2 + an+3 + · · · (n = 1, 2, · · · ),

那么例 17 中的每个 σ, 仅能用一个无穷子级数来表示. 事实上, 从关系式

an = an+1 + an+2 + an+3 + · · · ,

an+1 = an+2 + an+3 + · · · .

推出 an = 2an+1, 因此 a1 = 1
2 , a2 = 1

4 , · · · , an = 1
2n , · · · , 这种无限二进位小数的表示

法是唯一的.

18. 存在一个无穷级数, 使得每个大于 1 的整数的倒数是这个级数的有限个相邻项
之和.

考虑无穷级数
∑∞
n=1

1
n(n+1) . 因为

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
, (1)

故得
b−1∑
n=a

1

n(n+ 1)
=

1

a
− 1

b
.

因此, 这个问题就等于求出正整数 a 与 b, 使对固定的整数 m > 1, 有

1

a
− 1

b
=

1

m
.

从 (1) 式看出其解是 a = m− 1, b = m(m− 1), 故当 m > 1 时得

1

m
=

m(m−1)−1∑
n=m−1

1

n(n+ 1)
.

19. 存在一个正项级数, 使任何正有理数都是它的有限个不同项之和.
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调和级数
∑∞
n=1

1
n 具有所需的性质. 事实上, 设 A,B 是正整数, 则由此级数的发

散性, 存在唯一的非负整数 n0, 使

n0∑
j=0

1

j
<
A

B
6
n0+1∑
j=0

1

j

(
∑0
j=0

1
j 算作 0, 而当 n0 > 1 时

∑n0

j=0
1
j 理解为

∑n0

j=1
1
j ). 若等式成立, 则已得到所需

要的表达式. 故设
A

B
<

n0+1∑
j=0

1

j
,

此时, AB −
∑n0

j=0
1
j = C

D < 1
n0+1 . 取 n1 为满足 1

n1+1 6 C
D < 1

n1
的唯一的正整数. 再设

不等式成立 (否则问题已解决), 并令

C

D
− 1

n1 + 1
=
E

F
> 0.

但
E

F
=
C(n1 + 1)−D

D(n1 + 1)
, C(n1 + 1)−D < C,

因此, E/F 为最简分数时必有 E < C. 由于

E

F
<

1

n1(n1 + 1)
,

故满足 1
n2+1 6 E

F < 1
n2
的唯一的正整数 n2 也必满足 n2 > n1. 在有限步后, 我们必然

得到所要求的表达式, 因为, 即使在前面各步得不到, 也一定会在所导出的分数的分子
为 1 时得到.

20. 通项趋于零而发散的交错级数.
设 a > 0, b > 0 且 a ̸= b, 考察下列交错级数

a

1
− b

2
+
a

3
− b

4
+ · · · .

易见,该级数的通项趋于零. 设该级数的第 n部分和为 Sn,收敛交错级数
∑∞
n=1(−1)n−1 1

n

的第 n 部分和为 Tn, 且其和为 T, 调和级数
∑∞
n=1

1
n 的第 n 部分和为 Un, 则

S2n =
a

1
− b

2
+
a

3
− b

4
+ · · ·+ a

2n− 1
− b

2n

= a

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n

)
+ (a− b)

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
= aT2n +

a− b

2
Un,
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S2n+1 =
a

1
− b

2
+
a

3
− b

4
+ · · ·+ a

2n− 1
− b

2n
+

a

2n+ 1

= a

(
1− 1

2
+
1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n
+

1

2n+ 1

)
+(a−b)

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
= aT2n+1 +

a− b

2
Un.

因为

lim
n→∞

Tn = T, lim
n→∞

Un = +∞,

所以当 a > b 时,
lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

S2n+1 = +∞,

从而

lim
n→∞

Sn = +∞.

而当 a < b 时,
lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

S2n+1 = −∞,

从而

lim
n→∞

Sn = −∞.

因此, 该交错级数发散.

注 上述反例说明了关于交错级数的 Leibniz 判别法中, 通项的单调性这一条件是
不能去掉的.

21. 根检法失效的级数.
对于非负项级数

∑∞
n=1 an, 根检法陈述为: 给定非负项级数

∑∞
n=1 an, 令

c = lim
n→∞

n
√
an,

则 (i) c < 1 时
∑∞
n=1 an 收敛;

(ii) c > 1 时
∑∞
n=1 an 发散;

(iii) c = 1 时此法失效.
考虑级数

∑∞
n=1

1
n 和

∑∞
n=1

1
n2 , 它们都有 c = 1, 而第一个级数发散, 第二个级数

收敛. 这说明在 c = 1 的情况下, 根检法失效.
22. 比检法失效的级数
对于正项级数

∑∞
n=1 an, 比检法陈述为:

(i) 当 limn→∞
an+1

an
< 1 时

∑∞
n=1 an 收敛;

(ii) 当对 n > n0 有
an+1

an
> 1 时

∑∞
n=1 an 发散, 这里 n0 是某个确定的正整数;

(iii) 当 limn→∞
an+1

an
6 1 6 limn→∞

an+1

an
时此法失效.
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级数
∑∞
n=1

1
n 和

∑∞
n=1

1
n2 也可作为比检法失效的正项级数, 因为当 n → ∞ 时它

们都有 an+1

an
→ 1, 但第一个级数发散, 第二个收敛.

注 比检法用起来常常比根检法容易, 但根检法适用范围更广泛, 一旦比检法给出
收敛的结论时, 用根检法亦然; 而根检法失效时, 比检法也失效. 这是因为有下述的一般
事实: 对任意正数列 {cn}, 有

lim
n→∞

cn+1

cn
6 lim
n→∞

n
√
cn

及

lim
n→∞

n
√
cn 6 lim

n→∞

cn+1

cn
.

对级数 1
2 + 1

3 + 1
22 + 1

32 + 1
23 + 1

33 + 1
24 + 1

34 + · · · , 上述两个不等式为

0 <
1√
3
和

1√
2
< +∞.

对这个级数, 由根检法知收敛, 而比检法失效.

23. limn→∞ n
√
an 存在而 limn→∞

an+1

an
不存在的正数列 {an}.

考虑数列 { 3+(−1)n

2n+1 }. 因 limn→∞ 2
1
n = 1,

而

1 6
(
3 + (−1)n

2

) 1
n

6 2
1
n ,

故

lim
n→∞

(
3 + (−1)n

2

) 1
n

= 1.

由此得到

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

1

2

(
3 + (−1)n

2

) 1
n

=
1

2
.

但是极限

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

1

2
· 3 + (−1)n+1

3 + (−1)n

并不存在.

注 若 limn→∞
an+1

an
(an > 0) 存在, 则 limn→∞ n

√
an 亦必存在且

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an+1

an

(参看第一章问题 24). 上述反例说明了这个命题之逆并不成立.
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24. 两个收敛级数, 其 Cauchy 乘积级数发散.
设
∑∞
n=0 cn 和

∑∞
n=0 bn 为两个相等的级数:

an = bn =
(−1)n√
n+ 1

(n = 0, 1, 2, · · · ).

于是, 根据交错级数的 Leibniz 判别法,
∑∞
n=0 an 和

∑∞
n=0 bn 收敛. 但是,

cn = (−1)n
n∑
k=0

1√
(n− k + 1)(k + 1)

,

而

(n− k + 1)(k + 1) =
(n
2
+ 1
)2

−
(n
2
− k
)2

6
(n
2
+ 1
)2
,

所以

|cn| >
n∑
k=0

2

n+ 2
=

2(n+ 1)

n+ 2
> 1 (n = 0, 1, 2, · · · ).

因此, Cauchy 乘积级数
∑∞
n=0 cn 发散.

注 关于 Cauchy 乘积级数有如下的 Mertens 定理 (参看第一章问题 38): 如果级
数
∑∞
n=0 an 收敛于 a, 又如果

∑∞
n=0 bn 收敛于 b, 并且这两个级数当中至少有一个绝

对收敛, 那么乘积级数
∑∞
n=0 cn 收敛于 ab. 上述反例说明在 Mertens 定理中, 两个级数

当中至少有一个绝对收敛这个条件是不能去掉的.

25. 两个条件收敛级数, 其 Cauchy 乘积级数绝对收敛.
Davies 和 Weinman[35] 提出如下问题: 两个条件收敛级数的 Cauchy 乘积是否有

可能是绝对收敛的? Owens[61] 给这个问题以肯定的回答. 他的例子如下:
如所周知, 当 |t| < 1 时, 对任何实数 m, 函数 (1 + t)m 的 Taylor 级数是绝对收敛

的. 若 −1 < m < 0, 则当 t = 1 时相应的级数条件收敛, 而当 t = −1 时发散, 由此可
知, 级数

f(x) = (1 + x)(1 + x3)−
1
2 =

∞∑
n=0

anx
n

和

g(x) = (1− x+ x2)(1 + x3)−
1
2 =

∞∑
n=0

bnx
n

当 |x| < 1 时绝对收敛, 而当 x = 1 时条件收敛, 即级数
∑∞
n=0 an 和

∑∞
n=0 bn 都是条

件收敛的.
因对任意 x, 恒有 f(x)g(x) = 1, 故 c0 = 1, cn = 0 (n = 1, 2, · · · ), 其中

cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0.
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因此, 级数
∑∞
n=0 cn 绝对收敛.

26. 两个发散级数, 其 Cauchy 乘积级数绝对收敛.
设

∞∑
n=0

an = 1−
∞∑
n=1

(
3

2

)n
,

∞∑
n=0

bn = 1 +
∞∑
n=1

(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1

)
.

由于这两个级数的通项都不趋于零, 因而它们都是发散级数.
若令

∑∞
n=0 an

∑∞
n=0 bn =

∑∞
n=0 cn, 则

cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0

=

(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1

)
−
(
3

2

)n−1(
2n−1 +

1

2n

)
− · · · −

(
3

2

)n−1(
2 +

1

22

)
−
(
3

2

)n
=

(
3

2

)n−1(
2 +

1

2n+1
− 1

2n
− 1

2n−1
− · · · − 1

22
− 3

2

)
=

(
3

2

)n−1

· 3

2n+1
=

(
3

4

)n
.

故
∞∑
n=0

an

∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

(
3

4

)n
.

等式右边是公比为 3
4 的等比级数, 故为绝对收敛级数.

27. 具有发散重排的收敛级数
任何条件收敛级数

∑∞
n=1 an 的项都可以重排而给出发散级数或重排后其和为事先

指定的任意数. 事实上, 设
∑∞
n=1 an 的非负部分与负部分分别为

∑∞
n=1 pn 与

∑∞
n=1 qn,

因
∑∞
n=1 |an| 发散, 故

∑∞
n=1 pn 与

∑∞
n=1 qn 也都发散. 设 c 是任意 (有限) 实数. 我们

如下地确定重排: 先放置项
p1 + p2 + · · ·+ pm1

直至此和刚超过 c, 然后接项

q1 + q2 + · · ·+ qn1

直至整个部分和刚小于 c. 然后再接上项

pm1+1 + pm1+2 + · · ·+ pm2
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直至整个部分和刚超过 c, 然后是

qn1+1 + qn1+2 + · · ·+ qn2

直至整个部分和刚小于 c, 如此继续. 上述各步都是能行的, 因为
∑∞
n=1 pn 与

∑∞
n=1 qn

是发散的. 由于 n→ ∞ 时 pn → 0, qn → 0 (因为 n→ ∞ 时 an → 0), 而重排后级数的
部分和与 c 的差的绝对值始终小于数列 {pn} 的某一项, 或者小于数列 {|qn|} 的某一
项, 故这样得到的

∑∞
n=1 an 的重排级数收敛于 c.

为了看到存在
∑∞
n=1 an 的重排使其部分和发散于 +∞, 我们考虑

∑∞
n=1 an 的这

样的重排: 交错地放置一组正项和一个负项. 由于级数
∑∞
n=1 pn 发散, 它的部分和无

界, 故可取充分大的 m1 使

p1 + p2 + · · ·+ pm1 > 1− q1,

然后取 m2 > m1 使

p1 + p2 + · · ·+ pm1 + · · ·+ pm2 > 2− q1 − q2,

一般地, 可取充分大的 mk > mk−1, 使

p1 + p2 + · · ·+ pmk
> k − q1 − q2 − · · · − qk (k = 3, 4, · · · ).

因此, 交错地放置一组正项和一个负项的级数

p1 + · · ·+ pm1 + q1 + pm1+1 + · · ·+ pm2 + q2 + pm2+1 + · · ·

显然是发散的, 它的第 k 个部分和

p1 + · · ·+ pm1 + q1 + · · ·+ pmk
+ qk

超过 k.

类似地可得到
∑∞
n=1 an 的发散于 −∞ 的重排.

27 所述的排法就是著名的 “Riemann 重排定理”.
Sierpinski[75] 曾经指出, 如果

∑∞
n=1 an 是条件收敛级数其和为 s, 又 s′ < s, 那么,

经过某种只涉及正项的重排 (负项留在它们原来的位置), 重排后的级数以 s′ 为和. 类
似的陈述可用于数 s′′ > s, 并且重排只涉及负项. 这显然是 “Riemann 重排定理” 的一
种推广.

28. 一个发散级数, 用重排不可能加快其发散程度.
设
∑∞
n=1 an 是发散的正项级数, 满足 an > an+1 (n = 1, 2, · · · ), 则对任意正整数

列

0 < m1 < m2 < m3 < · · · ,
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恒有

m1 > 1,m2 > 2, · · · ,mn > n, · · · ,

因此

a1 + a2 + · · ·+ an > am1 + am2 + · · ·+ amn .

由此可知, 用任意的重排都不可能加快
∑∞
n=1 an 的发散程度.

29. 一个发散级数, 用重排可以任意减慢其发散程度.
设
∑∞
n=1 an 是一个通项趋于零的正项发散级数, 令

sn = a1 + a2 + · · ·+ an,

则

lim
n→∞

sn = +∞.

任取数列 {bn}, 适合

b1 < b2 < · · · < bn < · · · , lim
n→∞

bn = +∞.

我们只要证明, 存在重排级数

aν1 + aν2 + · · ·+ aνn + · · · ,

使对一切 n = 1, 2, · · · , 都有

aν1 + aν2 + · · ·+ aνn 6 bn.

为此, 设 r1, r2, · · · ; s1, s2, · · · 是两列无公共项的递增的正整数列, 又设每个正整数总要
出现在这两个数列中的一个或另一个之中, 于是, 对 m,n = 1, 2, · · · , 有

rm < rm+1, sn < sn+1, rm > sn 或 rm < sn.

称两个级数

ar1 + ar2 + · · · 和 as1 + as2 + · · ·

(“红” 的和 “蓝” 的) 为级数
∑∞
n=1 an 的互补的子级数. 现如次确定 “红” 的子级数

ar1 + ar2 + · · · , 使

arn < min{2−n, bn − bn−1} (n = 1, 2, · · · , b0 = 0),

则

ar1 + ar2 + · · ·+ arn < bn,
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且整个 “红” 的子级数收敛, 还容易看出, bn − (ar1 + ar2 + · · ·+ arn) 无限制地增加. 因
而, 在关系式

n∑
i=1

ari < bn

的容许范围内可以逐个收容互补子级数的项. 这样就完成了所需的重排.
30. 一个收敛级数

∑∞
n=1 an, 使形如 ak + ak+l + ak+2l + · · · 的子级数 (下标成等

差级数, k, l 为正整数) 都收敛, 而
∑∞
n=1 an 并不绝对收敛.

下面的例子属于 Knopp[54]. 设
∑∞
n=1 bn 收敛而

∑∞
n=1 |bn| 发散, 令

a1 = b1, a2 = a3 =
b2
2!
,

a4 = a5 = · · · = a9 =
b3
3!
,

a10 = · · · = a33 =
b4
4!
, · · · .

注意当 n > l 时, n! 能被 l 整除, 因此当把属于同一个 bm 的所有项放在一起之后, 除
了有限多项外, 就能把子级数 ak + ak+l + ak+2l + · · · 变为级数 1

l b1 +
1
l b2 +

1
l b3 + · · · .

由此可知, 级数
∑∞
i=1 ak+(i−1)l 收敛, 而

∑∞
n=1 |an| =

∑∞
n=1 |bn| 发散.

31. 一个收敛级数
∑∞
n=1 an, 使形如 ak + akl + akl2 + · · · 的子级数 (下标成几何级

数, k > 1, l > 2 均为正整数) 都收敛, 而
∑∞
n=1 an 并不绝对收敛.

设
∑∞
n=1 bn 收敛而

∑∞
n=1 |bn| 发散, 并设 φ(n) = kln,Φ(n) = 2n

2

, 则 {φ(n)} 和
{Φ(n)} 都是严格递增的正整数列. 现在定义一新的级数

∑∞
n=1 an, 其通项为

aν =
bm

Φ(m)− Φ(m− 1)
=

bm
2m2 − 2(m−1)2

, 2(m−1)2 < ν 6 2m
2

;

且

a1 = aΦ(1) =
b1

Φ(1)
=
b1
2
.

由不等式 φ(tm) 6 Φ(m) < φ(tm + 1) 可以完全确定正整数 tm. 把属于同一个 bm 的项

放在一起, 就能把级数 aφ(1) + aφ(2) + · · · 变为级数

∞∑
m=1

tm − tm−1

2m2 − 2(m−1)2
bm.

可以证明, 数列 tm−tm−1

2m2−2(m−1)2
在某个 m 以后是单调递减的. 于是, 由 Abel 判别法可知,

级数
∑∞
n=1 aφ(n) 收敛, 即级数

∑∞
n=1 akln−1 收敛, 而

∑∞
n=1 |an| =

∑∞
n=1 |bn| 发散.

这个例子也是属于 Knopp[54] 的.
32. 对于任一条件收敛级数

∑∞
n=1 an 和任一实数 x, 数列 {εn}, 其中 |εn| = 1 (n =

1, 2, · · · ), 能使
∑∞
n=1 εnan = x.
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这里的方法类似于本章反例 27 中所用过的方法. 由于
∑∞
n=1 |an| = +∞, 我们可

以添上绝对值为 1 的因子 εn, 使得

ε1a1 + · · ·+ εnan = |a1|+ · · ·+ |an| > x.

设 n1 为能确保这个不等式成立的 n 的最小值. 再给后面的一些项配备绝对值为 1 的
因子 εn, 以便得到 (用最小可能的 n2):

ε1a1 + · · ·+ εn2an2 = |a1|+ · · ·+ |an1 | − |an1+1| − · · · − |an2 | < x.

如果这个过程以部分和交替地大于 x 和小于 x 重复下去, 由于当 n → ∞ 时, an → 0,

于是, 类似于本章反例 27, 得到的级数
∑∞
n=1 εnan 必然收敛于 x.

33. 非绝对收敛级数, 适当地引进括号后变成绝对收敛级数.
设
∑∞
n=1 an 为非绝对收敛级数, 因

∑∞
n=1 an 收敛, 故由 Cauchy 收敛准则, 对任给

ε > 0, 有正整数 n0 存在, 当 n > n0 时对一切正整数 p 有

|sn+p − sn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑
i=n+1

ai

∣∣∣∣∣ < ε.

今取 ε = 1, 则有正整数 n1 存在, 对于一切正整数 p1,

|an1+1 + · · ·+ an1+p1 | < 1.

取 ε = 1
22 , 则有正整数 n2 存在 (可取 n2 > n1), 对于一切正整数 p2,

|an2+1 + · · ·+ an2+p2 | <
1

22
.

于是取 p1 = n2 − n1, 则有

|an1+1 + · · ·+ an2 | < 1.

取 ε = 1
32 , 则有 n3 存在 (可取 n3 > n2), 对于一切正整数 p3,

|an3+1 + · · ·+ an3+p3 | <
1

32
.

于是取 p2 = n3 − n2, 则有

|an2+1 + · · ·+ an3 | <
1

22
.

继续这个过程, 则得

|ank+1 + · · ·+ ank+1
| < 1

k2
(k = 1, 2, · · · ).

考虑级数
∑∞
n=n1+1 an. 令 bk = ank+1 + · · ·+ ank+1

, 则级数
∑∞
k=1 bk 就是在级数∑∞

n=n1+1 an 中将 ank+1 + · · ·+ ank+1
加上括号而得到的.
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比较级数
∑∞
k=1 |bk| 与级数

∑∞
k=1

1
k2 的一般项, 由于 |bk| < 1

k2 , 故
∑∞
k=1 bk 绝对

收敛. 而级数
∑∞
k=1 bk 系由级数

∑∞
n=n1+1 an 加括号而得, 故可将级数

∑∞
n=n1+1 an 加

上括号后变为绝对收敛级数, 从而可将级数
∑∞
n=1 an 适当加上括号, 使其变为绝对收

敛级数.
34. 存在一个收敛级数

∑∞
i=0 aix

i, 使其任何部分和 sn =
∑n
i=0 aix

i (n > 1) 都有

n 个不同的零点.
下面的构造法属于 Gould[45].
当 n = 1 时, 方程 a0 + a1x = 0 有实根 x = −a0

a1
.

设具有正系数的 n 次方程

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0

具有 n 个不同的实根 r1, r2, · · · , rn, 则方程

anx+ an−1x
2 + · · ·+ a0x

n+1 = 0

有 n+ 1 个不同的实根

r−1
1 , r−1

2 , · · · , r−1
n , 0. (1)

因方程的根是系数的连续函数, 故方程

an+1 + anx+ · · ·+ a0x
n+1 = 0

对充分小的正数 an+1, 其 n+ 1 个根可以任意接近 (1), 因而也是不同的实根. 又, 它们
的倒数是方程

a0 + a1x+ · · ·+ an+1x
n+1 = 0

的根. 对于 n = 1, 2, · · · , 我们逐次选取足够小的正数 an+1, 使方程

a0 + a1x+ · · ·+ an+1x
n+1 = 0

有 n + 1 个不同的实根, 并保证级数
∑∞
i=0 aix

i 收敛, 于是, 我们得到了一个收敛级数∑∞
i=0 aix

i, 其任何 n 部分和

sn =

n∑
i=0

aix
i

都有 n 个不同的零点.
35. [1,+∞) 上的正值连续函数 f, 使

∫ +∞
1

f(x)dx 收敛, 而
∑∞
n=1 f(n) 发散.

在各个整数 n > 1, 令 g(n) = 1, 在闭区间 [n− n−2, n] 和 [n, n+ n−2] 的内部, 定
义 g 是线性的, 而在区间的非整数端点, g 取 0. 最后, 在 x > 1 而 g 尚未定义的点, 规
定 g(x) 的值为 0. 于是, 函数

f(x) = g(x) +
1

x2
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当 x > 1 时是正值连续函数, 且∫ +∞

1

f(x)dx =

∫ +∞

1

g(x)dx+

∫ +∞

1

1

x2
dx

=
∞∑
n=1

1

n2
+ 1 < +∞,

即 f 在 [1,+∞) 上广义可积. 但是, 等式

lim
n→∞

f(n) = 0

并不成立, 故级数
∑∞
n=1 f(n) 发散.

36. [1,+∞) 上的正值连续函数 f, 使
∫ +∞
1

f(x)dx 发散而
∑∞
n=1 f(n) 收敛.

对于各个整数 n > 1, 设 g(n) = 0; 在闭区间 [n− n−1, n] 和 [n, n+ n−1] 的非整数

端点处, 定义 g 的值等于 1; 而在这些闭区间内部, g 是线性的; 最后, 在 [1,+∞) 上 g

还没有确定值的点处, g(x) 都定义为 1. 于是

f(x) = g(x) +
1

x2

是 [1,+∞) 上的正值连续函数, 而∫ +∞

1

f(x)dx = +∞,
∞∑
n=1

f(n) =
∞∑
n=1

1

n2
< +∞.

注 我们有如下的级数敛散的积分检验法: 如果 f 是 [1,+∞) 上的非负的不增函

数, 那么广义积分 ∫ +∞

1

f(x)dx

收敛的充要条件是级数
∑∞
n=1 f(n) 收敛. 本章反例 35 与反例 36 说明了在级数敛散的

积分检验法中, 函数的非负不增性不能代以正值连续性.

37. 广义积分
∫ +∞
0

f(x)dx 收敛而在每个区间 [a,+∞)(a > 0) 上无界的非负连续

函数.
做函数 f : 当 x = n (n > 1) 时, f(x) = n; 在闭区间 [n − n−3, n] 和 [n, n + n−3]

的内部, 定义 f 是线性的; 而在区间 [n− n−3, n] 和 [n, n+ n−3] 的非整数端点, f 取 0.
最后, 在 x > 0 而 f 尚未定义的点, 规定 f(x) 的值为 0. 于是, f 为 (0,+∞) 上的非负

连续函数. 又 ∫ +∞

0

f(x)dx =

∞∑
n=2

n−3 · n =

∞∑
n=2

n−2 < +∞,

即 f 在 (0,+∞) 上广义可积. 然而, 对任意实数 a > 0, f 在 [a,+∞) 上无界.
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基本概念和主要结果

设 f 和 fn (n = 1, 2, · · · ) 都是在点集 D 上有定义的函数. 若对任意给定的 ε > 0,

都可以找到 n0 ∈ N, 使对一切 n > n0 及一切 x ∈ D, 都有

|fn(x)− f(x)| < ε,

则称函数列 {fn} 在 D 上一致收敛于 f.

对于在 D 上有定义的函数 un(x) 组成的函数项级数
∑∞
n=1 un(x), 若其部分和

sn(x) =
∑n
k=1 uk(x) 所组成的函数列 {sn(x)} 在 D 上一致收敛于 s(x), 则称函数项级

数
∑∞
n=1 un(x) 在 D 上一致收敛于 s(x).

若对任意开区间 (α, β) ⊂ D,
∑∞
n=1 un(x)在 (α, β)上不一致收敛,则称

∑∞
n=1 un(x)

在 D 上无处一致收敛.
一致收敛的 Cauchy 准则 函数项级数

∑∞
k=1 uk(x) 在 D 上一致收敛的充要条

件是, 对任意 ε > 0, 可得 n0 = n0(ε) ∈ N, 使对一切 m > n > n0 及任意的 x ∈ D, 都

有 ∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.

Weierstrass 判别法 若对充分大的 n, 恒有实数 an, 使得 |un(x)| 6 an 对 D 上

任意的 x 都成立, 并且数项级数
∑∞
n=1 an 收敛, 则

∑∞
n=1 un(x) 在 D 上一致收敛.

Abel 判别法 如果 (i) 函数项级数
∑∞
n=1 an(x) 在 D 上一致收敛; (ii) 对每一固

定的 x ∈ D, bn(x) 随 n 而单调, 且对任意 x ∈ D 和 n, 有 |bn(x)| 6M (不依赖于 x 和

n 的定数), 那么
∑∞
n=1 an(x)bn(x) 在 D 上一致收敛.

Dirichlet判别法 如果 (i)函数项级数
∑∞
n=1 an(x)的部分和 sn(x) =

∑n
k=1 ak(x)

在 D 上一致有界; (ii) 对每一 x ∈ D, bn(x) 随 n 而单调, 并且函数列 {bn(x)} 在 D 上

一致收敛于零; 那么
∑∞
n=1 an(x)bn(x) 在 D 上一致收敛.

和函数的连续性定理 若每一个 un(x)都是点集 D 上的连续函数,而
∑∞
n=1 un(x)

又是在 D 上一致收敛的, 则 s(x) =
∑∞
n=1 un(x) 是在 D 上的连续函数.
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若每一个 fn(x) 都是 D 上的连续函数, 又 {fn(x)} 在 D 上一致收敛于函数 f(x),

则 f(x) 也是 D 上的连续函数.
逐项积分定理 设 un(x) (n = 1, 2, · · · )都是在 [a, b]上可积的函数,且

∑∞
n=1 un(x)

在 [a, b] 上一致收敛, 则其和 s(x) =
∑∞
n=1 un(x) 也在 [a, b] 上可积, 并且可以逐项积

分, 即 ∫ b

a

s(x)dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

un(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

un(x)dx.

设 fn(x) (n = 1, 2, · · · ) 都在 [a, b] 上可积, 且 {fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛于 f(x),

则 f(x) 也在 [a, b] 上可积, 并且可以逐项积分, 即∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

逐项微分定理 若每一个 un(x) 在 [a, b] 上都有连续的导数 u′n(x), 并且由导

数 u′n(x) 所组成的函数项级数
∑∞
n=1 u

′
n(x) 在 [a, b] 上一致收敛, 则函数项级数∑∞

n=1 un(x) 在 [a, b] 上收敛时, 其和 s(x) 在 [a, b] 上可微, 并且可以逐项微分, 即

s′(x) =
d

dx

[ ∞∑
n=1

un(x)

]
=

∞∑
n=1

u′n(x).

若 fn(x) 都在 [a, b] 上有连续的导数 f ′n(x), 又 {f ′n(x)} 在 [a, b] 上一致收敛, 则当
{fn(x)} 在 [a, b] 上收敛于 f(x) 时, f(x) 也是可微的, 并且

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x).

问 题

1. 证明级数
∑∞
n=1

sinnx
n 在 [0, 2π] 上收敛而非一致收敛.

证 因为∣∣∣∣∣sin x2
m∑
n=1

sinnx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

1

2

[
cos
(
n− 1

2

)
x− cos

(
n+

1

2

)
x

]∣∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣cos x2 − cos
(
m+

1

2

)
x

∣∣∣∣ 6 1,

故当 0 < x < 2π 时有 ∣∣∣∣∣
m∑
n=1

sinnx
∣∣∣∣∣ 6 1

sin x
2

.
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而 1
n → 0 (n→ ∞), 故由 Dirichlet 判别法知级数

∑∞
n=1

sinnx
n 在 0 < x < 2π 中处处收

敛. 而当 x = 0 或 x = 2π 时, 级数的收敛性是显然的, 从而
∑∞
n=1

sinnx
n 在 [0, 2π] 上

收敛.
另一方面, 取 xm = π

4m ∈ [0, 2π], 则

2m∑
n=m+1

sinnx
n

=

2m∑
n=m+1

sin nπ
4m
n

>
2m∑

n=m+1

sin π
4

2m
=

1

2
sin π

4
=

√
2

4
,

故由 Cauchy 准则知级数
∑∞
n=1

sinnx
n 在 [0, 2π] 上非一致收敛.

2. 设函数 f0 在 [0, a] (a > 0) 上可积, 且

fn(x) =

∫ x

0

fn−1(t)dt (n = 1, 2, · · · ).

证明函数列 {fn} 在 [0, a] 上一致收敛.

证 因 f0 在 [0, a] 上可积, 故存在 M 使 |f0(x)| 6M. 于是, 对任意 x ∈ [0, a] 有

|f1(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f0(t)dt

∣∣∣∣ 6 ∫ x

0

|f0(t)|dt 6Mx,

|f2(x)| 6
∫ x

0

|f1(t)|dt 6
x2

2!
M,

· · · · · · ,

|fn(x)| 6
xn

n!
M 6 an

n!
M.

由级数
∑∞
n=0

an

n!M 的收敛性得

lim
n→∞

an

n!
M = 0,

故 {fn} 在 [0, a] 上一致收敛于 0.

3. 设 fn(x) =
∑n
k=1

1
n cos

(
x+ k

n

)
. 证明 {fn(x)} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛.

证 把区间 [x, x+ 1]n 等分, 则
∑n
k=1

1
n cos

(
x+ k

n

)
是函数 cos t 在区间 [x, x+ 1]

上的积分和, 故对每一 x, 有

lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
cos
(
x+

k

n

)
=

∫ x+1

x

cos tdt.
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因为 ∣∣∣∣fn(x)− ∫ x+1

x

cos tdt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

1

n
cos
(
x+

k

n

)
−

n∑
k=1

∫ x+ k
n

x+ k−1
n

cos tdt
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ x+ k
n

x+ k−1
n

[
cos
(
x+

k

n

)
− cos t

]
dt

∣∣∣∣∣
6

n∑
k=1

∫ x+ k
n

x+ k−1
n

2

n
dt =

2

n
→ 0 (n→ ∞),

所以 {fn(x)} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛于
∫ x+1

x
cos tdt.

4. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的连续函数, 令

fn(x) =
n−1∑
k=0

1

n
f

(
x+

k

n

)
.

证明 {fn} 在任何有界闭区间上一致收敛.

证 记 {fn(x)} 的极限函数为 F (x), 则

F (x) = lim
n→∞

fn(x) =

∫ x+1

x

f(t)dt =
n−1∑
i=0

∫ x+ i+1
n

x+ i
n

f(t)dt

=
n−1∑
i=0

1

n
f

(
x+

i

n
+
ξi
n

)
(0 < ξi < 1, i = 0, 1, 2, · · · , n− 1).

设任意有界闭区间为 [a, b], 因 f 在 [a, b+1] 上连续, 故它在 [a, b+1] 上一致连续, 即对
任意 ε > 0, 存在 δ = δ(ε) > 0, 对于 [a, b+ 1] 中的任意点 x′ 及 x′′, 只要 |x′ − x′′| < δ

就有

|f(x′)− f(x′′)| < ε.

今取 n0 =
(
1
δ

)
+ 1, 则当 n > n0, a 6 x 6 b 时, 就有∣∣∣∣(x+

i

n
+
ξi
n

)
−
(
x+

i

n

)∣∣∣∣ < 1

n
<

1

n0
< δ,

且 x+ i
n ∈ [a, b+ 1], x+ i

n + ξi
n ∈ [a, b+ 1] (i = 0, 1, 2, · · · , n− 1). 于是

|F (x)− fn(x)| =
n−1∑
i=0

1

n

∣∣∣∣f (x+
i

n
+
ξi
n

)
− f

(
x+

i

n

)∣∣∣∣ 6 n−1∑
i=0

1

n
ε = ε.

因此, {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 F.

5. 设 fn (n = 1, 2, · · · ) 在 [a, b] 上连续可微, 且 maxa6x6b |f ′n(x)| 6 M (n =

1, 2, · · · ). 又 {fn} 在 [a, b] 的每一点处收敛. 证明 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛.
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证法 1 (反证法) 设 limn→∞ fn(x) = f(x), x ∈ [a, b]. 假如 {fn} 不一致收敛于 f,

即存在 ε0 > 0, 对任意 n0, 均有 n > n0 及 xn ∈ [a, b] 而有

|fn(xn)− f(xn)| > ε0.

不妨设 xn → x0 (n→ ∞), 则 x0 ∈ [a, b]. 因

|fn(x0)− f(x0)| = |fn(x0)− fn(xn) + fn(xn)− f(xn) + f(xn)− f(x0)|

> |fn(xn)− f(xn)| − |fn(xn)− fn(x0)| − |f(xn)− f(x0)|,

由微分中值定理,
|fn(xn)− fn(x0)| = |f ′n(ξ)||xn − x0|,

再由题设条件及 xn → x0, 可使上述右端小于 ε0
3 , 同样有

|f(xn)− f(x0)| <
ε0
3

成立 (这是由于 |fn(y)− fn(x)| 6M |y − x|, 取极限即得 |f(y)− f(x)| 6M |y − x|). 从
而对一切 n0, 都有 n > n0 使

|fn(x0)− f(x0)| > ε0 −
ε0
3

− ε0
3

=
ε0
3
.

这与 {fn} 在 x0 处收敛发生矛盾. 故 {fn} 必一致收敛于 f.

证法 2 任给 ε > 0, 对于 [a, b] 中的任一点 x0, 存在 N(ε, x0), 使得 m > n >

N(ε, x0) 时, 有
|fm(x0)− fn(x0)| <

ε

2
.

取 δ(x0) =
ε

4M , 则对任意 x ∈ (x0 − δ(x0), x0 + δ(x0)), 恒有

|fm(x)− fn(x)| 6 |fm(x)− fn(x)− fm(x0) + fn(x0)|+ |fm(x0)− fn(x0)|

= |f ′m(ξ)− f ′n(ξ)||x− x0|+ |fm(x0)− fn(x0)|

< 2M · ε

4M
+
ε

2
= ε.

显然, 开区间族 {(x− δ(x), x+ δ(x)) : x ∈ (a, b)} 覆盖了 [a, b], 据有限覆盖定理知

存在有限个开区间 (x1 − δ(x1), x1 + δ(x1)), · · · , (xk − δ(xk), xk + δ(xk)), 它们覆盖了

[a, b]. 取 n0 = max{N(ε, xi)}, 则当 m > n > n0 时, 对任何 x ∈ [a, b] 都有

|fm(x)− fn(x)| < ε,

所以 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛.

6. 设 fn(x) =
x2

x2+(1−nx)2 , 0 6 x 6 1. 证明 {fn} 在区间 [0, 1] 上没有一致收敛的

子列.
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证 对任一 x0 ∈ [0, 1], 有

lim
n→∞

fn(x0) = 0.

故 {fn} 在 [0, 1] 上处处收敛于 f ≡ 0. 另一方面, 若取 xn = 1
n , 则

fn(xn) =

(
1
n

)2(
1
n

)2 = 1,

可见 {fn} 的任何子列在 [0, 1] 上均不一致收敛.

7. 设 f 是闭区间 [−a, a] (a > 0) 上的连续函数, 并且满足不等式 |f(x)| < |x|, 当
x ̸= 0 时. 定义

f1(x) = f(x), f2(x) = f [f1(x)], · · · , fn+1(x) = f [fn(x)] (n = 1, 2, · · · ).

证明 {fn} 在 [−a, a] 上一致收敛于 0.

证 因 x ̸= 0 时 |f(x)| < |x|, 且 f 连续, 故

f(0) = lim
x→0

f(x) = 0.

因此, 对所有的 x ∈ [−a, a], 都有 |f(x)| 6 |x|.

任给 ε > 0 (0 < ε < a), 在 [−a,−ε] ∪ [ε, a] 上, 连续函数 | f(x)x | 达到最大值 M. 因

为在 [−a,−ε] ∪ [ε, a] 上, | f(x)x | < 1, 故 M < 1. 因此

|f(x)| 6M |x| 6Ma (x ∈ [−a,−ε] ∪ [ε, a]).

在 (−ε, ε) 上, |f(x)| 6 |x| < ε. 所以

|f(x)| 6 max{Ma, ε}, −a 6 x 6 a.

即

|f1(x)| 6 max{Ma, ε}.

假设

|fn(x)| 6 max{Mna, ε},

当 x ∈ [−a,−ε] ∪ [ε, a] 时,

|fn+1(x)| 6M |fn(x)| 6Mn+1a.

而当 x ∈ (−ε, ε) 时,
|fn+1(x)| 6 |fn(x)| < ε.

即 |fn+1(x)| 6 max{Mn+1a, ε}. 由归纳法知对一切 x ∈ [−a, a], 都有

|fn(x)| 6 max{Mna, ε}.

因此, {fn} 在 [−a, a] 上一致收敛于 0.
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8. 设 {αn} 为数列, 令

fn(x) =


0, x = 0 或

1

n
6 x 6 1,

αn, x =
1

2n
,

线性, 0 6 x 6 1

2n
或

1

2n
6 x 6 1

n
.

问: (i) {fn} 在 [0, 1] 上是否处处收敛?
(ii) 为使 {fn} 在 [0, 1] 上一致收敛, 当且仅当 {αn} 满足什么条件?
(iii) 为使

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx

成立, 当且仅当 {αn} 满足什么条件?

解 (i) 显然, {fn} 在 [0, 1] 上处处收敛于 f ≡ 0.

(ii) 因 rn = sup06x61 |fn(x)− 0| = αn, 故为使 {fn} 在 [0, 1] 上一致收敛于 f ≡ 0,

当且仅当 limn→∞ αn = 0.

(iii) 因为
∫ 1

0
fn(x)dx = αn

2n , 所以为使

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx

成立, 当且仅当 limn→∞
αn

2n = 0.

9. 设 fn(x) = nαxe−nx (n = 1, 2, · · · ), 问: 当 α 为什么值时,
(i) {fn} 在 [0, 1] 上收敛?
(ii) {fn} 在 [0, 1] 上一致收敛?
(iii) 等式 limn→∞

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ 1

0
limn→∞ fn(x)dx 成立?

解 (i) 当 x = 0 时, fn(x) = 0 (n = 1, 2, · · · ); 而当 0 < x 6 1 时, 对任意实数 α,

有

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nαxe−nx = 0.

因此, 对任何实数 α, {fn} 在 [0, 1] 上处处收敛于 f ≡ 0.

(ii) 因 f ′n(x) = nαe−nx(1 − nx), 故可知 xn = 1
n 为 fn(x) 在 [0, 1] 上的最大值点,

从而

0 6 fn(x) 6 fn

(
1

n

)
= nα−1e−1, x ∈ [0, 1].

由此可见, 当 α < 1 时, {fn} 在 [0, 1] 上一致收敛于零; 而当 α > 1 时, {fn} 在 [0, 1] 上

不一致收敛于零.
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(iii) 因
∫ 1

0
limn→∞ fn(x)dx = 0,

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = lim
n→∞

nα−2(1− e−n − ne−n),

故当 α < 2 时,

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx.

而当 α > 2 时,

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx ̸=
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x)dx.

10. 设 {fn} 是定义在 [a, b] 上的连续函数列, 且 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 f. 又,
{xn} ⊂ [a, b] 且 xn → x0 (n→ ∞). 证明

lim
n→∞

fn(xn) = f(x0).

证 因 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 f, 故对任意 ε > 0, 存在 n1, 使当 n > n1 时,
对一切 x ∈ [a, b] 有

|fn(x)− f(x)| < ε

2
.

特别有

|fn(xn)− f(xn)| <
ε

2
.

由题设知 f 在 [a, b] 上连续, 故存在 δ > 0, 当 |x− x0| < δ 时,

|f(x)− f(x0)| <
ε

2
.

由 limn→∞ xn = x0 知存在 n2,使当 n > n2 时, 有 |xn−x0| < δ.取 n0 = max{n1, n2},
则当 n > n0 时,

|fn(xn)− f(x0)| 6 |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x0)| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

故

lim
n→∞

fn(xn) = f(x0).

11. (Dini 定理) 设 {fn} 是 [a, b] 上的连续函数列, 且对于任意 x ∈ [a, b], 有

fn(x) 6 fn+1(x). 证明: 如果 {fn} 收敛于连续函数 f, 那么 {fn} 必定一致收敛于 f.

证法 1 任给 ε > 0 及 x0 ∈ [a, b], 因为 {fn(x0)} 单调增加且收敛于 f(x0), 故有正

整数 Nx0 , 使当 n > Nx0 时,

0 6 f(x0)− fn(x0) <
ε

3
.
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又因 f 与 fNx0
都在点 x0 连续, 故又有 δx0 > 0, 使当 |x−x0| < δx0 且 x ∈ [a, b] 时, 有

|f(x0)− f(x)| < ε

3
,

|fNx0
(x0)− fNx0

(x)| < ε

3
.

从而得到当 |x− x0| < δx0 且 x ∈ [a, b], n > Nx0 时, 有

|f(x)− fn(x)| 6 |f(x)− fNx0
(x)|

6 |f(x)− f(x0)|+ |f(x0)− fNx0
(x0)|

+|fNx0
(x0)− fNx0

(x)| < ε.

记 ∆x0 = {x : |x− x0| < δx0}, 则开区间族 {∆x0 : x0 ∈ [a, b]} 就覆盖了闭区间 [a, b]. 据

有限覆盖定理便知可从中选出有限多个 ∆x1 ,∆x2 , · · · ,∆xk
, 使

[a, b] ⊂
k∪
j=1

∆xj .

按 ∆xj 的选法, 知有相应的 δxj 和 Nxj , 当 x ∈ ∆xj ∩ [a, b] 且 n > Nxj 时,

|f(x)− fn(x)| < ε.

令 n0 = max16j6k{Nxj}, 则当 n > n0, x ∈ [a, b] 时, 有

|f(x)− fn(x)| < ε,

故 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 f.

证法 2 (反证法) 若 {fn} 在 [a, b] 上不一致收敛于 f, 则有 ε0 > 0, 对每个正整数

n, 都有 xn ∈ [a, b], 使得

|fn(xn)− f(xn)| > ε0.

考虑数列 {xn}, 因它有界, 故有收敛子列. 为简单起见, 不妨设它本身就收敛于 x0.

因 fn(x0) → f(x0) (n → ∞), 故有 n0, 使 |fn0(x0) − f(x0)| < ε0. 再由 fn0(x) − f(x)

的连续性以及 xn → x0, 可知有 n1, 当 n > n1 时 |fn0(xn) − f(xn)| < ε0. 由于

fn(x) 6 fn+1(x) 6 f(x), 故当 n > max{n0, n1} 时, 有

|fn(xn)− f(xn)| 6 |fn0(xn)− f(xn)| < ε0.

这与 |fn(xn)− f(xn)| > ε0 矛盾.

12. 设对每一 n, fn 是 [a, b] 上的单调函数. 证明: 如果函数列 {fn} 在 [a, b] 上收

敛于连续函数 f, 那么它必一致收敛于 f.
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证 对任给的 ε > 0, 因 f 在 [a, b] 上连续, 故一致连续, 从而有 δ > 0, 使当

x′, x′′ ∈ [a, b] 且 |x′ − x′′| < δ 时, 就有

|f(x′)− f(x′′)| < ε

2
. (1)

取正整数 k, 使 b−a
k < δ. 将 [a, b] 等分成 k 分, 记分点为 a = x0, x1, · · · , xk = b, 则

只要 x′, x′′ 同属于某个小区间 [xi−1, xi], (1)式就成立. 任取 j (0 6 j 6 k),因 {fn(xj)}
收敛于 f(xj), 故有正整数 Nj , 使当 n > Nj 时, 便有

|fn(xj)− f(xj)| <
ε

2
.

令 n0 = max{N0, N1, · · · , Nk}, 则当 n > n0 时, 便有

|fn(xj)− f(xj)| <
ε

2
(j = 0, 1, · · · , k). (2)

对于任意 x ∈ [a, b], 存在正整数 j, 使 x ∈ [xj−1, xj ]. 因诸 fn(x) 是单调函数, 故有

|fn(x)− f(x)| 6 max{|fn(xj−1)− f(x)|, |fn(xj)− f(x)|}. (3)

而由 (1) 与 (2), 又知当 n > n0 时, 有

|fn(xj−1)− f(x)| 6 |fn(xj−1)− f(xj−1)|+ |f(xj−1)− f(x)| < ε, (4)
|fn(xj)− f(x)| 6 |fn(xj)− f(xj)|+ |f(xj)− f(x)| < ε. (5)

从而由 (3), (4) 与 (5) 得到

|fn(x)− f(x)| < ε, 当 n > n0, a 6 x 6 b.

故 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 f.

13. 设每个函数 un(x)(n = 1, 2, · · · ) 在点 x = c 处连续, 但
∑∞
n=1 un(c) 发散. 证

明: 对任意 δ > 0, 级数
∑∞
n=1 un(x) 在 (c, c+ δ) 内不一致收敛.

证 (反证法) 若存在 δ > 0, 使
∑∞
n=1 un(x) 在 (c, c + δ) 内一致收敛, 则对任意

ε > 0, 存在正整数 n0, 当 n > n0 时, 对一切正整数 p, 有

|un+1(x) + un+2(x) + · · ·+ un+p(x)| < ε, x ∈ (c, c+ δ).

因 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 在 c 点连续, 故令 x→ c, 便得

|un+1(c) + un+2(c) + · · ·+ un+p(c)| 6 ε.

于是, 级数
∑∞
n=1 un(c) 收敛, 这与题设矛盾.
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14. 设 {un(x)} 是 [a, b] 上正的递减 (即 un+1(x) 6 un(x)) 且收敛于零的函数列.
每个 un(x) 都是 [a, b] 上的递增函数. 证明: 级数

∑∞
n=1(−1)n−1un(x) 在 [a, b] 上一致

收敛.

证 令 vn(x) = (−1)n−1, 则

|v1(x) + v2(x) + · · ·+ vn(x)| 6 1.

因为 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 是 [a, b] 上的递增函数, 故对任意 x ∈ [a, b], 有

0 < un(x) 6 un(b) (n = 1, 2, · · · ).

又因为 {un(b)} 收敛于零, 故对任给 ε > 0, 存在正整数 n0, 当 n > n0 时有

|un(b)| < ε.

于是, 当 n > n0 时, 对一切 x ∈ [a, b] 有

|un(x)| < ε.

即 {un(x)} 在 [a, b] 上一致收敛于零.
由题设还知 {un(x)}在 [a, b]上递减,故据Dirichlet判别法,级数

∑∞
n=1(−1)n−1un(x)

在 [a, b] 上一致收敛.

15. 设函数 f 在区间
[
1
2 , 1
]
上连续. 证明:

(i) {xnf(x)} 在
[
1
2 , 1
]
上收敛.

(ii) {xnf(x)} 在
[
1
2 , 1
]
上一致收敛的充要条件是 f 在

[
1
2 , 1
]
上有界, 且 f(1) = 0.

证 (i) 当 1
2 6 x < 1 时,

lim
n→∞

xnf(x) = 0;

而当 x = 1 时,
lim
n→∞

xnf(x) = f(1).

故 {xnf(x)} 在
[
1
2 , 1
]
上收敛, 其极限函数是

g(x) =

0,
1

2
6 x < 1,

f(1), x = 1.

(ii) 必要性: 设 {xnf(x)} 在
[
1
2 , 1
]
上一致收敛. 因 xnf(x) (n = 1, 2, · · · ) 在

[
1
2 , 1
]

上连续, 故其极限函数 g(x) 在
[
1
2 , 1
]
上也连续, 从而

f(1) = g(1) = lim
x→1−0

g(x) = 0.
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充分性: 设 f(1) = 0,且 f(x)在
[
1
2 , 1
]
上有界, |f(x)| 6M,这时极限函数 g(x) ≡ 0.

考虑 |xnf(x) − 0|. 因 f(x) 在 x = 1 连续, 故对任意 ε > 0, 存在 δ
(
0 < δ < 1

2

)
, 使当

1− δ < x 6 1 时,
|f(x)− f(1)| = |f(x)| < ε.

从而当 1− δ < x 6 1 时,
|xnf(x)− 0| 6 |f(x)| < ε.

当 1
2 6 x 6 1− δ 时, 因

|xnf(x)− 0| 6 (1− δ)nM,

而 (1− δ)nM → 0 (n→ ∞), 故存在正整数 n0, 使当 n > n0 时, 对一切 x ∈
[
1
2 , 1− δ

]
,

有

|xnf(x)− 0| 6 (1− δ)nM < ε.

综上所述, 对以上的 ε > 0, 存在如上的 n0, 使当 n > n0 时, 对一切 x ∈
[
1
2 , 1
]
, 有

|xnf(x)− 0| < ε.

由定义知 {xnf(x)} 在
[
1
2 , 1
]
上一致收敛.

16. 证明: 级数
∑∞
n=1

n2
√
n!
(xn + x−n) 在 1

2 6 |x| 6 2 上一致收敛.

证 令 f(x) = xn + x−n, 则

f ′(x) = nx−n−1(x2n − 1).

当 1
2 6 x < 1 时, f ′(x) < 0, 故 f 在

[
1
2 , 1
)
上递减; 而当 1 < x 6 2 时, f ′(x) > 0, 故 f

在 (1, 2] 上递增. 又
f

(
1

2

)
= f(2) = 2n + 2−n,

故当 1
2 6 x 6 2 时,

max |f(x)| = max f(x) = 2n + 2−n.

同理可证, 当 −2 6 x 6 −1
2 时,

max |f(x)| = 2n + 2−n.

总之, 当 1
2 6 |x| 6 2 时, max |f(x)| = 2n + 2−n. 因此,

|un(x)| =
∣∣∣∣ n2√
n!
(xn + x−n)

∣∣∣∣ 6 n2√
n!

(
2n +

1

2n

)
<

2n+1n2√
n!

.

易证,级数
∑∞
n=1

2n+1n2
√
n!
收敛,故由Weierstrass判别法可知,级数

∑∞
n=1

n2
√
n!
(xn+

x−n) 在 1
2 6 |x| 6 2 上一致收敛.
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17. 设 E 是紧实数集. 证明: 若函数列 {fn} 在 E 上逐点有界, 即对每一 x ∈ E,

存在正数 Mx 而有 |fn(x)| 6 Mx (n = 1, 2, · · · ), 且 {fn} 在 E 上等度连续, 即对任意
ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对一切满足 |x− y| < δ 的 x, y ∈ E 及任意 n 都有

|fn(x)− fn(y)| < ε,

则 {fn} 含有在 E 上一致收敛的子列.

证 因 E 是紧集, 故存在 E 的可数稠密子集 Q. 设

Q = (x1, x2, · · · , xn, · · · ),

则 {fn(x1)} 是有界数列, 故存在子列 {fn,1}, 使 {fn,1(x1)} 收敛. 令

lim
n→∞

fn,1(x1) = A1.

其次, 考虑数列 {fn,1(x2)}. 同样可抽出 {fn,1} 的子列 {fn,2}, 使

lim
n→∞

fn,2(x2) = A2.

继续这个过程, 我们得到子列 {fn,m}∞n=1 (m = 1, 2, · · · ), 使

lim
n→∞

fn,m(xm) = Am (m = 1, 2, · · · ).

然后, 考虑对角线子列 {fn,n}∞n=1. 对固定的 k, {fn,n(xk)}n>k 是 {fn,k(xk)}n>k 的子
列, 故收敛于 Ak. 因而 {fn,n}∞n=1 在 Q 的每个点都收敛.

任给 ε > 0, 因 {fn} 在 E 上等度连续, 故存在 δ > 0, 当 x, y ∈ E, |x − y| < δ 时,
对 n = 1, 2, · · · , 有

|fn(x)− fn(y)| <
ε

3
.

又因 E 是 Q 的闭包, E 是紧集, 故存在 Q 中的有限个点 x1, · · · , xp, 使

E ⊂ J(x1) ∪ · · · ∪ J(xp),

其中 J(xi) = (xi − δ, xi + δ) (i = 1, · · · , p). 取正整数 n0, 使 n > n0,m > n0 时, 对
i = 1, 2, · · · , p, 有

|fn,n(xi)− fm,m(xi)| <
ε

3
.

于是, 对任意 x ∈ E, 存在某个 xi (1 6 i 6 p), 使 x ∈ J(xi). 因此, 当 m,n > n0 时,

|fn,n(x)− fm,m(x)| 6 |fn,n(x)− fn,n(xi)|

+|fn,n(xi)− fm,m(xi)|+ |fm,m(xi)− fm,m(x)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

故 {fn,n} 在 E 上一致收敛.
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18. 设 {an} 是单调减少的正数列. 证明级数
∑∞
n=1 an sinnx 在任何区间上一致收

敛的充要条件是 limn→∞ nan = 0.

证 必要性: 设级数
∑∞
n=1 an sinnx 在任何区间上都一致收敛, 则对任给 ε > 0, 存

在正整数 n0, 使当 n > n0 时,

|an sinnx+ an+1 sin(n+ 1)x+ · · ·+ a2n sin 2nx| < ε

对任何 x 都成立. 特别取 x = 1
2n , 则

0 < an sin
1

2
+ an+1 sin

(
1

2
+

1

2n

)
+ · · ·+ a2n sin 1 < ε.

因 {an} 是单调减少的正数列, 故

0 < na2n sin
1

2
< an sin

1

2
+ · · ·+ a2n sin 1 < ε,

因而 2na2n → 0 (n→ ∞). 同理可证 (2n+ 1)a2n+1 → 0 (n→ ∞). 所以 nan → 0 (n→
∞).

充分性: 设 limn→∞ nan = 0. 命 µn = supm>n{mam}, 则 limn→∞ µn = 0. 记

sn,m = an sinnx+ an+1 sin(n+ 1)x+ · · ·+ am sinmx,

我们证明对任意 x 及 m > n, 均有

|sn,m| 6 (π + 1)µn. (1)

因 sn,m 是周期 2π 的奇函数, 故只需证明在 [0, π] 上 (1) 成立就行了. 把区间 [0, π] 分

成
[
0, πm

]
,
[
π
m ,

π
n

]
,
[
π
n , π

]
, 现证 (1) 在这三个区间上都成立.

(i) π
n 6 x 6 π. 由于

| sinnx+ · · ·+ sin rx| =
∣∣∣∣∣cos

(
n− 1

2

)
x− cos

(
r + 1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣
6 1

sin x
2

6 1
2
π · x2

=
π

x
.

于是由 Abel 引理, 即得

|sn,m| = |an sinnx+ · · ·+ am sinmx|
6 an

π

x
6 nan 6 µn.

(ii) 0 6 x 6 π
m . 因 sin θ 6 θ, 故

|sn,m| 6 annx+ · · ·+ ammx

6 mµnx 6 πµn.
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(iii) π
m 6 x 6 π

n . 这时 n 6 π
x 6 m, 命 k =

[
π
x

]
, 并把 sn,m 分成两段:

sn,m = an sinnx+ · · ·+ ak sin kx+ ak+1 sin(k + 1)x+ · · ·+ am sinmx
= sn,k + sk+1,m.

对于第一个和, 因 x 6 π
k , 故由 (ii) 知 |sn,k| 6 πµn. 对于第二个和, 因 x > π

k+1 , 故由

(i) 知 |sk+1,m| 6 µn. 于是有

|sn,m| 6 |sn,k|+ |sk+1,m| 6 (π + 1)µn.

综上所述, 便知 (1) 成立. 于是由 limn→∞ µn = 0, 可知原级数在任何区间上一致收敛.

19. 设区间 I 上的函数列 {fn(x)}∞n=0 满足

(i) |f0(x)| 6M ;

(ii)
∑m
n=0 |fn(x) − fn+1(x)| 6 M (m = 1, 2, · · · ), 其中 M 是常数. 又设级数∑∞

n=0 an 收敛. 证明级数
∑∞
n=0 anfn(x) 在 I 上一致收敛.

证 由题设知对任意 n 及 x ∈ I, 都有

p∑
k=1

|fn+k(x)− fn+k+1(x)| 6
n+p∑
k=0

|fk+1(x)− fk(x)|+ |f0(x)| 6 2M,

|fn(x)| 6
n−1∑
k=0

|fk+1(x)− fk(x)|+ |f0(x)| 6 2M,

其中 p = 1, 2, · · · .

任给 ε > 0, 因
∑∞
n=0 an 收敛, 故存在 n0, 使 n > n0 时∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε

4M
(p = 1, 2, · · · ).

于是由 Abel 变换可知, 当 n > n0 时对一切 x ∈ I 都有∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

akfk(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
p∑
k=0

an+kfn+k(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(

p∑
k=0

an+k

)
fn+p(x) +

p−1∑
i=0

(
i∑

k=0

ak+n

)
(fn+i(x)− fn+i+1(x))

∣∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣
p∑
k=0

an+k

∣∣∣∣∣ |fn+p(x)|+
p−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
i∑

k=0

ak+n

∣∣∣∣∣ |fn+i(x)− fn+i+1(x)|

6 2M
ε

4M
+

ε

4M
2M = ε.

据 Cauchy 准则,
∑∞
n=0 anfn(x) 在 I 上一致收敛.
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20. 设 f(x) 在区间
[
0, 12

]
上连续可微, 且 f(0) = 0, f ′(x) > 0, x ∈

(
0, 12

)
. 证明级

数
∑∞
n=1(−1)n−1f(xn) 在

[
0, 12

]
上一致收敛.

证 令 bn(x) = f(xn), an = (−1)n−1. 易知对每一 x ∈
[
0, 12

]
, {bn(x)} 单调减少.

又

|bn(x)| < f

(
1

2n

)
→ 0, x ∈

[
0,

1

2

]
,

故 {bn(x)} 在
[
0, 12

]
上一致收敛于零. 据 Dirichlet 判别法,

∑∞
n=1(−1)n−1f(xn) 在

[0, 1] 上一致收敛.

21. 设级数
∑∞
n=1 fn(x) 在 (a, b) 上一致收敛, 证明在适当加括号以后, 把每个括号

内算作一项, 可使新级数
∑∞
n=1 Fn(x) 在 (a, b) 上绝对一致收敛.

证 任给 ε > 0, 存在正整数 n0, 使 m > n > n0 时, 对一切 x ∈ (a, b) 有∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.

特别取 ε1 = 1
2 , 存在 N1, 使对一切 x ∈ (a, b) 有∣∣∣∣∣

N1+p∑
k=N1+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < 1

2
(p = 1, 2, · · · ).

现取 ε2 = 1
22 , 存在 N2 > N1, 使对一切 x ∈ (a, b) 有∣∣∣∣∣

N2+p∑
k=N2+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < 1

22
, p = 1, 2, · · · .

一般有 Nk > Nk−1, 使对一切 x ∈ (a, b) 有∣∣∣∣∣
Nk+p∑
i=Nk+1

fi(x)

∣∣∣∣∣ < 1

2k
(p = 1, 2, · · · ).

于是取 |F1(x)| = |f1(x) + · · ·+ fN2(x)|,

|Fk(x)| =

∣∣∣∣∣∣
Nk+1∑
i=Nk+1

fi(x)

∣∣∣∣∣∣ (k = 2, 3, · · · ),

由 Weierstrass 判别法知
∑∞
n=1 |Fn(x)| 在 (a, b) 上绝对一致收敛.

22. (Weierstrass 逼近定理) 设 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数. 证明对任
意 ε > 0, 存在多项式 p, 使对一切 x ∈ [a, b], 有

|f(x)− p(x)| < ε.
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证 下面的证明属于苏联数学家 Bernshteǐn 院士.

引理 对所有实数 x,

n∑
p=0

(p− nx)2

(
n

p

)
xp(1− x)n−p 6 n

4
.

证 考虑二项式

(x+ y)n =
n∑
p=0

(
n

p

)
xpyn−p.

关于 x 微分, 再乘以 x, 得

nx(x+ y)n−1 =

n∑
p=0

p

(
n

p

)
xpyn−p.

类似地, 把这个二项式关于 x 微分两次再乘以 x2 得

n(n− 1)x2(x+ y)n−2 =

n∑
p=0

p(p− 1)

(
n

p

)
xpyn−p.

于是, 若令

rp(x) =

(
n

p

)
xp(1− x)n−p,

则有

n∑
p=0

rp(x) = 1,
n∑
p=0

prp(x) = nx,

n∑
p=0

p(p− 1)rp(x) = n(n− 1)x2.

因而

n∑
p=0

(p− nx)2rp(x) = n2x2
n∑
p=0

rp(x)− 2nx
n∑
p=0

prp(x) +
n∑
p=0

p2rp(x)

= n2x2 − 2nx[nx] + [nx+ n(n− 1)x2]

= nx(1− x).

但 4x2 − 4x+ 1 = (2x− 1)2 > 0, 故 x(1− x) 6 1
4 , 从而得到

n∑
p=0

(p− nx)2

(
n

p

)
xp(1− x)n−p 6 n

4
.
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定义 设 f 是定义在区间 [0, 1] 上的实值函数. 由

Bn(f ;x) =
n∑
p=0

(
n

p

)
f
( p
n

)
xp(1− x)n−p, x ∈ [0, 1],

定义的函数 Bn(f) 叫作函数 f 的 n 阶 Bernshteǐn 多项式. Bn(f) 是次数 6 n 的多

项式.
Bernshteǐn 多项式关于函数 f 是线性的, 即, 若 a1, a2 是常数, f = a1f1 + a2f2, 则

Bn(f) = a1Bn(f1) + a2Bn(f2).

由于在 [0, 1] 上 (
n

p

)
xp(1− x)n−p > 0,

并且
n∑
p=0

(
n

p

)
xp(1− x)n−p = [x+ (1− x)]n = 1, (1)

故当在 [0, 1] 上 m 6 f(x) 6M 时有

m 6 Bn(f ;x) 6M.

定理 (Bernshteǐn) 对 [0, 1] 上的任意连续函数 f, {Bn(f)} 在 [0, 1] 上一致收敛

于 f.

证 设在 [0, 1] 上 |f(x)| 6 M < +∞. 由 f 的一致连续性, 对任意 ε > 0, 存在

δ > 0, 使 |x− x′| < δ 时, 就有

|f(x)− f(x′)| < ε.

任取 x ∈ [0, 1], 由 (1) 有

f(x) =
n∑
p=0

f(x)

(
n

p

)
xp(1− x)n−p,

因此

|Bn(f ;x)− f(x)| 6
n∑
p=0

∣∣∣f ( p
n

)
− f(x)

∣∣∣(n
p

)
xp(1− x)n−p. (2)

把数 p = 0, 1, 2, · · · 如下地分成两类 A 与 B:

当
∣∣∣ p
n
− x
∣∣∣ < δ 时 p ∈ A;

当
∣∣∣ p
n
− x
∣∣∣ > δ 时 p ∈ B.
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则当 p ∈ A 时有 ∣∣∣f ( p
n

)
− f(x)

∣∣∣ < ε.

因而由 (1) 得

∑
p∈A

∣∣∣f ( p
n

)
− f(x)

∣∣∣(n
p

)
xp(1− x)n−p < ε

∑
p∈A

(
n

p

)
xp(1− x)n−p

6 ε
n∑
p=0

(
n

p

)
xp(1− x)n−p = ε. (3)

当 p ∈ B 时有
(p− nx)2

n2δ2
> 1,

因而由上述引理得

∑
p∈B

∣∣∣f ( p
n

)
− f(x)

∣∣∣(n
p

)
xp(1− x)n−p 6 2M

n2δ2

∑
p∈B

(p− nx)2

(
n

p

)
xp(1− x)n−p

6 2M

n2δ2

n∑
p=0

(p− nx)2

(
n

p

)
xp(1− x)n−p

6 M

2nδ2
. (4)

结合 (2), (3), (4), 我们看到: 对任一 x ∈ [0, 1],

|Bn(f ;x)− f(x)| < ε+
M

2nδ2
.

而这就是说, 只要 n > M
2εδ2 , 便有

|Bn(f ;x)− f(x)| < 2ε.

兹证 Weierstrass 逼近定理. 若 [a, b] = [0, 1], 则它是上述定理的直接结果. 设
[a, b] ̸= [0, 1]. 考虑 y 的函数 f(a+ y(b− a)). 这个函数在 [0, 1] 上有定义、连续, 因此存
在多项式 Q(y), 使对所有 y ∈ [0, 1] 有

|f(a+ y(b− a))−Q(y)| < ε.

当 x ∈ [a, b] 时, x−ab−a ∈ [0, 1]. 于是∣∣∣∣f(x)−Q

(
x− a

b− a

)∣∣∣∣ < ε.

因而多项式 P (x) = Q(x−ab−a ) 即为所求.

注 当 0 < a < b < 1 时 Weierstrass 逼近定理也成立.
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23. 设 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数. 证明: f 容许由有理系数多项式一致
逼近.

证 任给 ε > 0, 由 Weierstrass 逼近定理, 存在多项式 P, 使得

max
a6x6b

|f(x)− P (x)| < ε

2
,

其中 P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, a0, a1, · · · , an 是实数. 令 c = max{|a|, |b|}, 对每个

i(0 6 i 6 n), 取有理数 bi 使

|bi − ai| <
ε

2(n+ 1)ci
.

并设

Q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n,

则

|P (x)−Q(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

(bi − ai)x
i

∣∣∣∣∣ < ε

2
,

从而

max
a6x6b

|P (x)−Q(x)| < ε

2
.

因此

max
a6x6b

|f(x)−Q(x)| < ε.

24. 设 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数. 证明存在单调递减的多项式列 {Pn},
它在 [a, b] 上一致收敛于 f.

证 设 {en} 是适合
∑∞
n=1 en = 1 的任一正数列. 由Weierstrass 逼近定理, 存在多

项式列 {Pn}, 使对所有 x ∈ [a, b], 有∣∣∣∣f(x) + (1− 1

2
e1

)
− P1(x)

∣∣∣∣ < 1

2
e1,∣∣∣∣f(x) + (1− e1 −

1

2
e2

)
− P2(x)

∣∣∣∣ < 1

2
e2,

· · · · · · ,∣∣∣∣f(x) + (1− e1 − · · · − en−1 −
1

2
en

)
− Pn(x)

∣∣∣∣ < 1

2
en.

令

f0(x) = f(x) + 1, fn(x) = f(x) +

{
1−

n∑
k=1

ek

}
(n > 1),

我们有

f0(x) > P1(x) > f1(x) > P2(x) > · · · > fn(x) > Pn+1(x) > · · · ,
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而且 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 f (显然, 对于单调递增多项式列的情况, 类似的结果
也成立).

25. 设 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数, 并设∫ b

a

xnf(x)dx = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ).

证明 f ≡ 0.

证 由Weierstrass逼近定理, f 容许用多项式 P 一致逼近. 因此,对所有 x ∈ [a, b],

有

f(x) = P (x) + εh(x),

其中 ε 是任意正实数, 且在 [a, b] 上 |h(x)| < 1. 于是∫ b

a

f2(x)dx =

∫ b

a

f(x)[P (x) + εh(x)]dx.

但由假设 ∫ b

a

f(x)P (x)dx = 0.

从而 ∫ b

a

f2(x)dx < ε

∫ b

a

|f(x)|dx,

由 ε 的任意性, 得到 ∫ b

a

f2(x)dx = 0,

故 f ≡ 0.

26. 设 f 在区间 (a, b) 上有连续的导数, 令

Fn(x) =
n

2

[
f

(
x+

1

n

)
− f

(
x− 1

n

)]
.

证明 (i) {Fn} 在 [α, β] (a < α < β < b) 上是一致收敛的; (ii) limn→∞
∫ β
α
Fn(x)dx =

f(β)− f(α).

证 存在正整数 n0, 使

a < α− 1

n0
< β +

1

n0
< b.

由于 f ′ 在 [α− 1
n0
, β+ 1

n0
]上连续,因而也一致连续. 于是,任给 ε > 0,存在 δ > 0,

使当 |x′ − x′′| < δ, x′, x′′ ∈ [α− 1
n0
, β + 1

n0
] 时,

|f ′(x′)− f ′(x′′)| < ε.
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取正整数 N0 = max{[ 2δ ] + 1, n0}, 当 n > N0 时, 对任意 x ∈ [α, β], 都有 x− 1
n , x+

1
n ∈

[α− 1
n0
, β + 1

n0
]. 由 Lagrange 中值定理知

|Fn(x)− f ′(x)| =
∣∣∣∣n2
[
f

(
x+

1

n

)
− f

(
x− 1

n

)]
− f ′(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣n2 f ′(ξn)
(
x+

1

n
− x+

1

n

)
− f ′(x)

∣∣∣∣
= |f ′(ξn)− f ′(x)| < ε,

这里, x− 1
n < ξn < x+ 1

n . 因此, {Fn} 在 [α, β] 上一致收敛于 f ′. 又当 n 充分大时 Fn

在 [α, β] 上可积, 因此, 由逐项积分定理有

lim
n→∞

∫ β

α

Fn(x)dx =

∫ β

α

f ′(x)dx = f(β)− f(α).

27. 证明: 函数 ζ(x) =
∑∞
n=1

1
nx 在区间 (1,+∞) 上连续且可微, 但在 (1,+∞) 上

不一致连续.

证 任取 x0 > 1, 对任意 x ∈ [x0,+∞), 有

∞∑
n=1

1

nx
6

∞∑
n=1

1

nx0
,

故级数
∑∞
n=1

1
nx 在 [x0,+∞) 上一致收敛. 又因每一项 1

nx 连续, 故 ζ(x) 在 [x0,+∞)

上连续. 由 x0 > 1 的任意性可知 ζ(x) 在 (1,+∞) 上连续.
因为

∑∞
n=1 −

lnn
nx 在 [x0,+∞) 上也是一致收敛的, 所以 ζ(x) 可以逐项求导数, 其

中 x0 > 1 是任意的, 从而 ζ(x) 在 (1,+∞) 上可微.
再证 ζ(x) 在 (1,+∞) 上并不一致连续, 对 x > 1, 有

∞∑
n=1

1

nx
= 1 +

1

2x
+

(
1

3x
+

1

4x

)
+

(
1

5x
+

1

6x
+

1

7x
+

1

8x

)
+ · · ·

> 1 +
1

2x
+

2

4x
+

4

8x
+ · · ·

= 1 +
1

2x

(
1 +

1

2x−1
+

1

4x−1
+ · · ·

)
= 1 +

1

2x − 2
.

因此, 当 x → 1 + 0 时 ζ(x) → +∞. 若 ζ(x) 在 (1,+∞) 上一致连续, 则对任给 ε > 0,

存在 δ > 0, 当 |x− 1| < δ
2 , |x

′ − 1| < δ
2 时,

|ζ(x)− ζ(x′)| < ε.

由 Cauchy 准则知 limx→1+0 ζ(x) 存在且有限, 这与 limx→1+0 ζ(x) = +∞ 发生矛盾.
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28. 设 {xn} ⊂ (0, 1), 且当 i ̸= j 时, xi ̸= xj . 试讨论函数

f(x) =

∞∑
n=1

sgn(x− xn)

2n

在 (0, 1) 内的连续性.

解 我们指出, 函数 f 于 xn (n = 1, 2, · · · ) 处不连续, 而在 (0, 1) 中的其他点处连

续. 为此, 记

fn(x) = 2−nsgn(x− xn) (n = 1, 2, · · · ),

对任意 x ∈ (0, 1), 因级数
∑∞
n=1

1
2n 收敛, 故级数

∑∞
n=1 fn(x) 也收敛, 从而 f(x) 在

(0, 1) 内有定义.
对于任意正整数 n, 为证 f 在 x0 处不连续, 我们记

f(x) = fn(x) +
∑
k ̸=n

fk(x) = fn(x) + f̃n(x). (1)

显然, fn 在点 xn 不连续, 而对 (1) 中的级数, 其每一项 fk (k ̸= n) 在 xn 连续, 又级数∑
k ̸=n fk(x) 在 (0, 1) 上一致收敛, 从而 f̃n 在点 xn 连续. 由此可知, f 在 xn 不连续.
对任意 x0 ∈ (0, 1)\{xn}, 所有 fn 在点 x0 连续, 而

∑∞
n=1 fn(x) 在 (0, 1) 上一致收

敛于 f, 故 f 在点 x0 连续.

29. 设
∑∞
n=1 fn(x) = F (x) 于 (a, b) 上处处收敛, 在任意闭区间 [α, β] (a < α <

β < b) 上一致收敛, fn 在 (a, b) 上连续, 且有

|Fn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ 6M, x ∈ [a, b], n = 1, 2, · · · .

证明
∑∞
n=1 fn(x) 可逐项积分.

证 易知 F 在 (a, b) 上连续, 由 |F (x)| 6M 知 F 在 [a, b] 上可积.
任给 ε > 0, 取 c, d 满足 a < c < d < b,

c− a <
ε

5(M + 1)
, b− d <

ε

5(M + 1)
.

在 [c, d] 上
∑∞
n=1 fn(x) 一致收敛. 于是存在 n0, 当 n > n0 时

|F (x)− Fn(x)| <
ε

5(d− c)
.
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因此, ∣∣∣∣∣
∫ b

a

F (x)dx−
∫ b

a

Fn(x)dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a

|F (x)− Fn(x)|dx 6
∫ c

a

|F (x)− Fn(x)|dx

+

∣∣∣∣d
o

|Fn(x)− F (x)|dx+

∫ b

d

|F (x)− Fn(x)|dx

6 2M · ε

5(M + 1)
+

ε

5(d− c)
· (d− c)

+2M · ε

5(M + 1)
< ε,

即
∑∞
n=1 fn(x) 可逐项积分.

30. 设函数列 {φn} 满足如下条件:
(i) φn 是 [−1, 1] 上的非负连续函数, 且

lim
n→∞

∫ 1

−1

φn(x)dx = 1.

(ii) 对任何 0 < c < 1, {φn} 在 [−1, c] 及 [c, 1] 上一致收敛于零.
证明对在 [−1, 1] 上连续的函数 g, 有

lim
n→∞

∫ 1

−1

g(x)φn(x)dx = g(0).

证 由 (i) 知存在 M1, 使
∫ 1

−1
φn(x)dx < M1 (n = 1, 2, · · · ). 又因 g 在 [−1, 1] 上连

续, 故存在 M2 使 |g(x)| < M2, x ∈ [−1, 1].

任给 ε > 0, 存在 δ(0 < δ < 1), 使当 |x| < δ 时

|g(x)− g(0)| < ε

2M1
.

由于 {φn} 在 [−1,−δ], [δ, 1] 上一致收敛于 0, 故存在 n0, 当 n > n0 时

0 < φn(x) <
ε

8M2
, x ∈ [−1,−δ] ∪ [δ, 1].

因此当 n > n0 时∣∣∣∣∫ 1

−1

g(x)φn(x)dx−
∫ 1

−1

φn(x)g(0)dx

∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣
∫ δ

−1

φn(x)[g(x)− g(0)]dx

∣∣∣∣∣
+

∫ δ

−δ
|φn(x)| · |g(x)− g(0)|dx+

∣∣∣∣∫ 1

δ

φn(x)[g(x)− g(0)]dx

∣∣∣∣
6 2M2 ·

ε

8M2
+M1 ·

ε

2M1
+ 2M2 ·

ε

8M2
= ε.
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由此知

lim
n→∞

∫ 1

−1

g(x)φn(x)dx = lim
n→∞

∫ 1

−1

φn(x)g(0)dx

= g(0).

31. 证明
∫ 1

0
x−xdx =

∑∞
n=1

1
nn .

证 x−x = e−x ln x =
∑∞
n=0

(−1)n

n! (x lnx)n.
令

f(x) =

{
x lnx, x > 0,

0, x = 0,

则 f ′(x) = 1 + lnx. 当 0 < x < 1
e 时, f ′(x) < 0, 故 f 在

(
0, 1e

)
上递减; 当 1

e < x < 1

时, f ′(x) > 0, 故 f 在
(
1
e , 1
)
上递增. 因此,

f(0) = lim
x→0+

f(x) = 0 = f(1)

为极大值, 而 f
(
1
e

)
= −1

e 为极小值, 于是,

|f(x)| 6 1

e
.

当 M 是任意实数时, eM =
∑∞
n=0

Mn

n! , 故对任意 ε > 0, 若固定 M
(
M > 1

e

)
, 就存

在 n0, 使 n > n0 时便有
∞∑
k=n

Mk

k!
< ε.

若 0 < x < 1, 则当 n > n0 时,∣∣∣∣∣
∞∑
k=n

(−1)k

k!
(x lnx)k

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=n

1

k!

(
1

e

)k
6

∞∑
k=n

1

k!
Mk < ε.

因此, 级数
∑∞
n=0

(−1)n

n! (x lnx)n 在 (0, 1) 内一致收敛于 x−x, 从而可以逐项积分:∫ 1

0

x−xdx =

∫ 1

0

∞∑
n=0

(−1)n

n!
(x lnx)ndx

=

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

xn lnn xdx.

而 ∫ 1

0

xn lnn xdx =
(−1)nn!

(n+ 1)!
,

故 ∫ 1

0

x−xdx =
∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
n=1

1

nn
.
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32. 设 {fn} 在任何有界区间上一致收敛于 f, 且 fn 在任何有界区间上可积, 又存
在函数 F, 使 |fn(x)| 6 F (x) (n = 1, 2, · · · ), 且∫ +∞

−∞
F (x)dx

收敛. 证明

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
fn(x)dx =

∫ +∞

−∞
f(x)dx.

证 因 |fn(x)| 6 F (x), 且 {fn(x)} 在任何有界区间上一致收敛于 f(x), 故

|f(x)| 6 F (x).

而
∫ +∞
−∞ F (x)dx 收敛, 故

∫ +∞
−∞ f(x)dx 也收敛. 于是, 可取充分大的正数 A, 使∣∣∣∣∣

∫ −A

−∞
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

5
,

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

5
,∣∣∣∣∣

∫ −A

−∞
F (x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

5
,

∣∣∣∣∫ +∞

A

F (x)dx

∣∣∣∣ < ε

5
.

又因 {fn} 在 [−A,A] 上一致收敛于 f, 故

lim
n→∞

∫ A

−A
fn(x)dx =

∫ A

−A
f(x)dx.

因此, 存在 n0, 当 n > n0 时有∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)dx−

∫ +∞

−∞
fn(x)dx

∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣
∫ −A

−∞
f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x)dx

∣∣∣∣+ ∫ −A

−∞
F (x)dx+

∫ +∞

A

F (x)dx

+

∣∣∣∣∣
∫ A

−A
f(x)dx−

∫ A

−A
fn(x)dx

∣∣∣∣∣
<
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
+
ε

5
= ε.

即

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
fn(x)dx =

∫ +∞

−∞
f(x)dx.

33. 设 fn 在 (−∞,+∞) 上一致连续, 且 {fn} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛于 f. 证

明 f 在 (−∞,+∞) 上也一致连续.
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证 因 {fn} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛于 f, 故对任意 ε > 0, 存在 n(ε) > 0, 当

n > n(ε) 时, 对一切 x ∈ (−∞,+∞), 都有

|f(x)− fn(x)| <
ε

3
.

特别有

|f(x)− fn(ε)(x)| <
ε

3
.

对任意 x1, x2 ∈ (−∞,+∞), 考虑

|f(x1)− f(x2)| 6 |f(x1)− fn(ε)(x1)|

+|fn(ε)(x1)− fn(ε)(x2)|+ |fn(ε)(x2)− f(x2)|

<
2ε

3
+ |fn(ε)(x1)− fn(ε)(x2)|.

因 fn(ε) 在 (−∞,+∞) 上一致连续, 故对上述的 ε > 0, 存在 δ(ε) > 0, 当 |x1 − x2| < δ

时, 便有
|fn(ε)(x1)− fn(ε)(x2)| <

ε

3
,

从而

|f(x1)− f(x2)| <
2ε

3
+
ε

3
= ε,

即 f 在 (−∞,+∞) 上一致连续.

34. 设 {xn} 是区间 (0, 1) 中的全体有理数. 对 x ∈ (0, 1), 定义

f(x) =
∑
xn<x

1

2n
,

计算积分
∫ 1

0
f(x)dx ([22], 1970, p.1018).

解 令

gn(x) =


0, x 6 xn,

1

2n
, x > xn,

则级数
∑∞
n=1 gn(x) 在 (0, 1) 上一致收敛于 f(x), 故∫ 1

0

f(x)dx =

∞∑
n=1

∫ 1

0

gn(x)dx =

∞∑
n=1

(1− xn)

2n
.

35. 证明: 每个幂级数必是某个函数的 Taylor 级数.
我们知道, 并非每个三角级数都是某个函数的 Fourier 级数 (参看 [9]). 于是自然会

问: 是否每个幂级数必是某个函数的 Taylor 级数? 我们指出, 这个问题的答案是肯定
的. 即给定实数列 {an}, 必存在一个函数 f, 使得它的 Taylor 级数是

∑∞
n=0 anx

n, 即

f (n)(0) = ann!.
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证 对 n = 0, 1, 2, · · · , 定义函数列 gn 为:

gn(x) =


ann!, |x| 6 1

2|an|n! + 1
,

0, |x| > 2

2|an|n! + 1
,

在其余部分, 做任何光滑连接, 使得在每个部分是单调的, 并有任意阶有限导数.
然后设 f0 = g0, 当 n > 1 时设

fn(x) =

∫ x

0

∫ xn−1

0

· · ·
∫ x2

0

∫ x1

0

gn(x0)dx0dx1 · · · dxn−1.

因对每一 n > 1, 恒有

|f (n−1)
n (x)| =

∣∣∣∣∫ x

0

gn(t)dt

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ 2ann!

2|an|n! + 1

∣∣∣∣ < 1,

故对不等式 −1 < f
(n−1)
n (x) < 1 (n = 1, 2, · · · ) 积分 n− k − 1 次, 就得到

|f (k)n (x)| 6 |x|
n−k−1

(n−k−1)! (k = 0, · · · , n− 1),

其中规定 f
(0)
n = fn. 由 Weierstrass 判别法, 知道级数

∑∞
n=0 f

(k)
n (x) (k > 0) 在每个有

界区间上一致收敛. 令

f(x) =
∞∑
n=0

fn(x),

则可逐项求导:

f (k)(x) =
∞∑
n=0

f (k)n (x), k > 1.

由于 f
(k)
n (0) = ann!δnk, 其中当 n = k 时 δnk = 1, 当 n ̸= k 时 δnk = 0, 因而

f (n)(0) = ann!.

推论 因为函数

g(x) =

{
e−

1
x2 , x ̸= 0,

0, x = 0

的 Taylor 级数恒为 0 (参看本章反例 30), 故对上述函数 f 和任意实数 λ, 函数

h(x) = f(x) + λg(x)

与函数 f(x) 具有相同的 Taylor 级数. 换言之, 存在无穷多个函数, 使其 Taylor 级数为
任一给定的幂级数.
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反 例

1. 在各个 Ek (k = 1, 2, · · · ) 上一致收敛, 而在
∪∞
k=1Ek 上不一致收敛的函数列.

设 fn(x) = xn (n = 1, 2, · · · ), 则函数列 {fn} 在每个区间 Ek = [k−1
k , k

k+1 ](k =

1, 2, · · · ) 上都一致收敛于 f ≡ 0. 又, {fn} 在
∪∞
k=1Ek = [0, 1) 上处处收敛于 f ≡ 0, 但

它在 [0, 1) 上并不一致收敛.

注 容易证明, 如果函数列 {fn} 在各个 Ek (k = 1, 2, · · · , n) 上一致收敛, 那么
{fn} 在并集

∪n
k=1Ek 上也一致收敛. 上述反例说明了不能把这个命题推广到无穷多个

集合的并集上去.

2. 一个在紧集上一致有界的连续函数列, 而不存在收敛子列.
设

fn(x) = sinnx (0 6 x 6 2π, n = 1, 2, · · · ).

假如存在某个正整数列 {nk}, 使得 {sinnkx} 对每个 x ∈ [0, 2π] 都收敛, 那么必然有

lim
k→∞

(sinnkx− sinnk+1x) = 0, 0 6 x 6 2π,

由此得到

lim
k→∞

(sinnkx− sinnk+1x)
2 = 0, 0 6 x 6 2π,

据 Lebesgue 有界收敛定理 (参看 [12]), 有

lim
k→∞

∫ 2π

0

(sinnkx− sinnk+1x)
2dx = 0.

另一方面, 由简单计算可得∫ 2π

0

(sinnkx− sinnk+1x)
2dx = 2π.

矛盾. 因此, {sinnx} 中不存在收敛子列.
3. 一个一致有界且处处收敛的连续函数列, 它没有一致收敛的子列.
设

fn(x) =
x2

x2 + (1− nx)2
(0 6 x 6 1, n = 1, 2, · · · ),

则对任何 x ∈ [0, 1] 及正整数 n, 恒有

|fn(x)| 6 1,

即 {fn} 在区间 [0, 1] 上是一致有界的. 又, 对每一 x ∈ [0, 1], 都有

lim
n→∞

fn(x) = 0,
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即连续函数列 {fn} 在 [0, 1] 上处处收敛于 0. 但是, 由于

fn

(
1

n

)
= 1 (n = 1, 2, · · · ),

可见 {fn} 的任何子列 {fnk
} 在 [0, 1] 上均不可能一致收敛.

4. 一个有界函数列, 它处处收敛于一个无界函数.
各个函数

fn(x) =

min
{
n,

1

x

}
, 0 < x 6 1,

0, x = 0.

在闭区间 [0, 1] 上全都有界, 且在 [0, 1] 上处处收敛于函数

f(x) =


1

x
, 0 < x 6 1,

0, x = 0.

然而, 极限函数 f 在 [0, 1] 上无界.

注 容易证明, 一致收敛的有界函数列, 其极限函数也是有界的. 上述反例说明了
在这一陈述中一致收敛的条件不能减弱为处处收敛.

5. 一个不一致有界的函数列, 它处处收敛于一个有界函数.
设

fn(x) =


0, x = 0 或

1

n
6 x 6 1,

n, x =
1

2n
,

而在区间
[
0, 1

2n

]
和
[

1
2n ,

1
n

]
上, 规定 fn 是线性函数, 并且是连续的. 函数列 {fn} 在区

间 [0, 1] 上处处收敛于零: 因为当 x = 0 时, 显然成立; 而当 x > 0 时, 只要 n > 1
x , 就

有 fn(x) = 0. 然而, 函数列 {fn} 在 [0, 1] 上并不一致有界.

注 容易证明, 如果函数列 {fn} 在点集 E 上一致有界且处处收敛于函数 f, 那么

f 在 E 上亦必有界. 上述反例说明了也确实存在不一致有界的函数列, 它却处处收敛
于一个有界函数.

6. 一个连续函数列的非一致极限, 它在一个稠密集上无处连续.
在区间 [0, 1] 上定义函数 f :

f(x) =


1

q
, x =

p

q
, p 与 q 是互素的整数且 q > 0,

0, x 为 [0, 1] 中的其他点.
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对于任意正整数 n, 定义 fn 如下: 按照各点 (pq ,
1
q ), 其中 1 6 q < n, 0 6 p 6 q, 在各个

形如 (pq −
1

2n2 ,
p
q ) 的区间, 定义

fn(x) = min
{
1

n
,
1

q
+ 2n2

(
x− p

q

)}
;

在各个形如 (pq ,
p
q +

1
2n2 ) 的区间, 定义

fn(x) = max
{
1

n
,
1

q
− 2n2

(
x− p

q

)}
;

以及, 在 [0, 1] 上 fn(x) 仍未得到定义的各个点 x, 则令 fn(x) =
1
n . 在 [0, 1] 之外, 定义

fn 使其成为以 1 为周期的周期函数. 于是, fn 的图形成为一条无穷的折线弧, 它的各
段或者位于水平线 y = 1

n 之上, 或者以斜率 ±2n2 上升到 f 的图形中的顶点. 随着 n

的递增, 这些 “钉子” 愈来愈尖, 而底线趋近 x 轴. 因此, 对各个 x ∈ R1 及 n = 1, 2, · · · ,
有

fn(x) > fn+1(x), lim
n→∞

fn(x) = f(x),

其中 f 就是一开始定义的函数, 并且以 1 为周期把它扩张到整个实轴上. 于是, 每个函
数 fn 在 R1 上全都处处连续, 而极限函数 f 在有理数稠密集上无处连续 (参看第二章
问题 12).

7. 一个连续函数列, 它的非一致极限也是一个连续函数.
设

sn(x) =
n2x

1 + n3x2
(0 6 x 6 1, n = 1, 2, · · · ),

则对每一 x ∈ [0, 1], 都有

lim
n→∞

sn(x) = 0.

现证 {sn} 在 [0, 1] 上不一致收敛于零. 为此, 只要证明对于任何正数 M, 在 x = 0

的附近总可以选取 x 及正整数 n, 使得 sn(x) > M. 令

s′n(x) =
n2(1− n3x2)

(1 + n3x2)2
= 0,

得 xn = n−
3
2 , sn(xn) =

1
2n

1
2 , 可见当 n 充分大时, 就有 sn(xn) > M. 因此, {sn} 在区

间 [0, 1] 上不一致收敛于零.
这个例子是由 Osgood[60] 做出的.

注 连续函数列的一致极限也是连续函数. 上述反例说明了连续函数列的非一致极
限也可能是连续函数.
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8. 一个无处连续的函数列, 它却一致收敛于一个连续函数.
设

fn(x) =


1

n
, x 为有理数,

0, x 为无理数,

则对每一 n (n = 1, 2, · · · ), 函数 fn 在 (−∞,+∞) 上无处连续, 但函数列 {fn} 在
(−∞,+∞) 上一致收敛于连续函数 f ≡ 0.

9. 处处收敛而无处一致收敛的连续函数列.
在闭区间 [0, 1] 上定义函数 f :

f(x) =


1

q
, x =

p

q
, p 与 q 是互素的整数, 且 q > 0,

0, x 为 [0, 1] 中的无理点.

于是, f 在 [0, 1] 中的任一有理点间断, 而在任一无理点连续.
现在构造区间 [0, 1] 上的连续函数列 {fn} 如下: 对每一正整数 n, 令 fn 的图形为

依次连接

(0, f(0)),

(
1

2n+1
, f

(
1

2n+1

))
,

(
2

2n+1
, f

(
2

2n+1

))
, · · · ,

(
2n

2n+1
, f

(
2n

2n+1

))
, (1, f(1))

的直线段而成的. 易见, 函数列 {fn} 在 [0, 1] 上连续且处处收敛于 f. 因为极限函数 f

在 [0, 1] 的任何子区间上不连续, 所以函数列 {fn} 在 [0, 1] 的任何子区间上都不能一致

收敛于函数 f.

10. 一个处处收敛于零的连续函数列, 它却无处一致收敛.
本章反例 9 中的处处收敛而无处一致收敛的连续函数列, 其极限函数在 [0, 1] 的任

何子区间上均不连续. 于是便产生问题, 是否存在连续函数列, 它处处收敛于某个连续
函数, 但却无处一致收敛? 我们指出, 这样的连续函数列确实存在. 令

Fn =

{
k

2m
: 0 <

k

2m
6 1,m ∈ {0, 1, · · · , n}, k 为正整数

}
,

并令

fn(0) = 0, fn

(
k

2m

)
= 0,

k

2m
∈ Fn.

又当 k
2m ∈ Fn 且 k 为奇数时, 定义

fn

(
k

2m
− 1

2n+1

)
=

1

2m
.

最后, 在 [0, 1] 上 fn 尚未得到定义的各个小区间上, 令 fn 为线性函数且连续. 于是, 对
每一 n, fn 是 [0, 1] 上的连续函数.
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易见, 对每一 x ∈ [0, 1], {fn} 都收敛于零. 然而, 对任何子区间 (α, β) ⊂ [0, 1], {fn}
在 (α, β) 上不可能一致收敛于零. 事实上, 我们可取奇数 k0 与非负整数 m0, 使
k0
2m0

∈ (α, β), 而 1
2n+1 → 0 (n→ ∞), 所以存在正整数 n0, 当 n > n0 时就有

k0
2m0

− 1

2n+1
∈ (α, β).

今取正数 ε0(0 < ε0 <
1

2m0
), 并令 xn = k0

2m0
− 1

2n+1 , 则当 n > n0 时, 恒有

fn(xn) =
1

2m0
> ε0.

这就表明 {fn} 在 (α, β) 上不一致收敛于零.
11. 一个各项间断的函数项级数收敛于一个连续函数, 它却无处一致收敛.
下面的例子是由 Young 做出的 (参看 [80]).
在闭区间 [0, 1] 上如下定义函数列:

u1(x) =


0, x ̸= 1

2
,

1, x =
1

2
;

u2(x) =


−1, x =

1

2
,

1, x =
1

4
,
3

4
,

0, x 为 [0, 1] 的其他点;

u3(x) =


−1, x =

1

4
,
3

4
,

1, x =
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, · · · ,

0, x 为 [0, 1] 的其他点;

un(x) =


−1, x =

1

2n−1
,

3

2n−1
, · · · , 2

n−1 − 1

2n−1
,

1, x =
1

2n
,
3

2n
, · · · , 2

n − 1

2n
,

0, x 为 [0, 1] 的其他点;
· · · · · · .
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于是得到

s1(x) =


0, x ̸= 1

2
,

1, x =
1

2
;

s2(x) =


0, x ̸= 1

4
,
3

4
,

1, x =
1

4
,
3

4
;

· · · , sn(x) =


0, x ̸= 1

2n
,
3

2n
, · · · , 2

n − 1

2n
,

1, x =
1

2n
,
3

2n
, · · · , 2

n − 1

2n
.

我们证明, 级数
∑∞
n=1 un(x) 在 [0, 1] 上处处收敛于 s(x) ≡ 0.

任取 x0 ∈ [0, 1], 若 x0 为无理数, 则 sn(x0) = 0, 从而 limn→∞ sn(x0) = 0.

若 x0 为有理数, x0 = m
k , 则当 n 充分大时, 有 2n > k, 从而 m

k 不等于
1
2n ,

3
2n , · · · ,

2n−1
2n 中的任何一个, 所以也有 sn(x0) = 0, 因此 limn→∞ sn(x0) = 0.

我们再来证明, 级数
∑∞
n=1 un(x) 在任何区间 (α, β) ⊂ [0, 1] 上都不可能一致收敛

于 s(x).

令

rn(x) = s(x)− sn(x)

=


−1, x =

1

2n
,
3

2n
, · · · , 2

n − 1

2n
,

0, x ̸= 1

2n
,
3

2n
, · · · , 2

n − 1

2n
,

于是, 对于 ε0 = 1
2 而言, 不管 n 多么大, 总可以在 (α, β) 内找到形如 m

k (k > n, 1 6
m < k) 的点 x0, 在这种点上, |rn(x0)| = 1, 这就表明级数

∑∞
n=1 un(x) 在 (α, β) 上不

一致收敛于 s(x).

12. 存在正整数列 a1 < a2 < · · · 及紧集 C, 使 {sin anx} 在 C 上收敛而非一致

收敛.
取 an = n! (n = 1, 2, · · · ), 并令

C =
{
0, π,

π

2
,
π

3
, · · ·

}
.

因为当 n > m 时, n!
m 是整数, 所以对任何 x ∈ C, 存在正整数 Nx, 当 n > Nx 时,

sin anx = 0, 因而

lim
n→∞

sin anx = 0.

另一方面, 对任意固定的正整数 n, 存在 x ∈ C, 例如可取 x = π
2n! , 使 sin anx = 1.

因此, 函数列 {sin anx} 在 C 上并不一致收敛.
这个例子是由 Freimer[42] 做出的.
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13. 给定 [0,+∞) 上的实值函数 f, 适合 f(0) = 0, f(1) ̸= 0, limn→∞ f(n) = 0. 存

在正整数列 {an} 及紧集 C, 使 {f(anx)} 在 C 上收敛而非一致收敛.
设

C =

{
0, 1,

1

2
,
1

3
, · · ·

}
,

再设 an = n!.对 C 中每一 x ̸= 0,当 n充分大时, anx为一整数,故 limn→∞ anx = +∞.

于是, 对任意 x ∈ C, 都有

lim
n→∞

f(anx) = 0.

令 0 < ε < |f(1)|, 则对每一正整数 n, 当 xn = 1
n! 时, 就有

|f(anxn)| = |f(1)| > ε.

因此, {f(anx)} 在 C 上非一致收敛.
这个例子是由 Schneider[72] 做出的.
14. 一个递减的连续函数列, 它处处收敛于某个连续函数, 但并不一致收敛.
在开区间 (0, 1) 内如下定义函数列 {fn} :

fn(x) =
1

1 + nx
(n = 1, 2, · · · ).

则对每一 x ∈ (0, 1), 都有 fn(x) > fn+1(x), 且

lim
n→∞

fn(x) = 0.

然而, 由于 fn(
1
n ) =

1
2 , 可见 {fn} 在 (0, 1) 上并不一致收敛.

注 如果定义在紧集 E 上的递减的连续函数列 {fn} 在 E 上处处收敛于某个连续

函数 f , 那么 {fn} 在 E 上必定一致收敛于 f (参看本章问题 11). 上述反例说明了在
这个命题中, E 为紧集的条件不可去掉.

15. 两个一致收敛的函数列, 其乘积不一致收敛.
在 R1 上分别取

fn(x) = x, gn(x) =
1

n
(n = 1, 2, · · · ).

这时 {fn(x)} 在 R1 上一致收敛于 x, {gn(x)} 在 R1 上一致收敛于 0. 但是, 乘积
{fn(x)gn(x)} = { xn} 在 R1 上不一致收敛于 0.

我们还可进一步做出两个函数列, 它们在任何有界区间上都一致收敛, 但其乘积却
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无处一致收敛. 例如, 设

fn(x) = x

(
1 +

1

n

)
,

gn(x) =


1

n
, x = 0 或 x 为无理数,

q +
1

n
, x =

p

q
, p 与 q 是互素的整数, 且 q > 0.

令 hn(x) = fn(x)gn(x). 可以证明, {fn} 与 {gn} 在任何有界区间上都一致收敛; 但
{hn} 在任何有界区间上都不一致收敛, 即无处一致收敛.

注 可以证明, 如果两个函数列在它们共同的定义域 D 上既有界而又一致收敛, 那
么其乘积在 D 上也一致收敛. 因此, 上述反例之所以成为可能, 是由于其中至少一个函
数列在所论的定义域上是无界的.

16. 一个连续函数列 {fn}, 它在 [0, 1] 上一致收敛于 f, 然而, fn 的弧长的极限不
等于 f 的弧长.

在闭区间 [0, 1] 上定义函数列 {fn} 如下:
当 x = k

n (k = 0, 1, · · · , n) 时, 令 fn(x) = 0; 而当 x = k
2n (k = 1, 3, · · · , 2n − 1)

时, 令 fn(x) =
1
n ; 在 fn 尚未得到定义的各个小区间上, 令 fn 为线性函数并使 fn 连

续. 由于
|fn(x)| = fn(x) 6

1

n
,

因而 {fn} 在 [0, 1] 上一致收敛于函数 f ≡ 0.

另一方面, 因为一个等边三角形的两边的长度之和是另一边长度的二倍, 所以由 fn

的图形可知, 每个 fn 的弧长等于 2, 从而其极限也是 2, 但 f 在 [0, 1] 上的弧长是 1, 因
此二者并不相等.

17. 通项一致趋于零但不一致收敛的函数项级数.
容易证明, 如果一个函数项级数在集 E 上一致收敛, 那么该级数的通项在 E 上必

定一致地趋于零. 应当注意, 这个命题之逆并不成立. 例如, 我们考虑级数
∞∑
n=1

xn

n
, 0 6 x < 1.

因在区间 [0, 1) 上恒有 xn

n < 1
n , 故此级数的通项

xn

n 在 [0, 1) 上一致地趋于零. 又因

xn

n
6 xn,

而级数
∑∞
n=1 x

n 在 [0, 1) 上是收敛的, 故级数
∑∞
n=1

xn

n 在 [0, 1) 上也是收敛的. 但是,
它在 [0, 1) 上并不一致收敛.

18. 一个一致收敛的函数项级数, 具有不一致收敛的重排.
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下面的例子是由 Bôcher[29] 做出的.
考虑级数

x2 − x2 +
x2

1 + x2
− x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
− x2

(1 + x2)2
+ · · ·+ x2

(1 + x2)n
− · · · .

易见,
s2n(x) = 0, s2n+1(x) =

x2

(1 + x2)n
,

所以

s2n+1(x) <
1

n
.

由此可知, 这个级数在任何区间 (−a, b) 上都一致收敛于 0, 此处 a > 0, b > 0.

我们考虑重排后的级数

x2 − x2 +
x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
− x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)3

+
x2

(1 + x2)4
− · · ·+ x2

(1 + x2)2n−3
+

x2

(1 + x2)2n−2
− x2

(1 + x2)n−1
+ · · · , (1)

不难看出,

s3n−1(x) =
x2

(1 + x2)n
+

x2

(1 + x2)n+1
+ · · ·+ x2

(1 + x2)2n−3
+

x2

(1 + x2)2n−2

=
(1 + x2)n−1 − 1

(1 + x2)2n−2
,

而对 xn = ±(2
1

n−1 − 1)
1
2 , 有 s3n−1(xn) =

1
4 , 因此, 重排后的级数 (1) 在 (−a, b) 上不一

致收敛.
19. 通用的连续函数列.
区间 [0, 1] 上的连续函数列 {hn(x)} 叫作通用的, 是指对于 [0, 1] 上的任一连续函

数 f(x), 在 {hn(x)} 中恒有子函数列 {hnk
(x)} 一致收敛于 f(x). 若 m 6 f(x) 6 M,

则还可取 hnk
(x) 适合

m 6 hnk
(x) 6M.

现在, 我们着手构造一个通用的连续函数列.
设 f(x) 是闭区间 [0, 1] 上的连续函数, 从而它在 [0, 1] 上有界, 令其上界为 M, 下

界为 m. 对任给的 ε > 0, 取充分大的正整数 k, 使当 |x− x′| < 1
k 时, 就有

|f(x′)− f(x)| < ε

5
.

对于整数 ν (ν = 0, 1, 2, · · · , k), 取有理数 rν 使

0 <
∣∣∣f (ν

k

)
− rν

∣∣∣ < ε

5
.
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做折线函数

h(x) = rν + (rν+1 − rν)(kx− ν) (ν 6 kx 6 ν + 1, ν = 0, 1, 2, · · · , k + 1).

则在区间 [νk ,
ν+1
k ] 上, 成立

|f(x)− h(x)| 6
∣∣∣f(x)− f

(ν
k

)∣∣∣+ ∣∣∣f (ν
k

)
− h

(ν
k

)∣∣∣+ ∣∣∣h(ν
k

)
− h(x)

∣∣∣
<
ε

5
+
∣∣∣f (ν

k

)
− rν

∣∣∣+ |(rν+1 − rν)(kx− ν)|

<
ε

5
+
ε

5
+ |rν+1 − rν |.

最后的项小于 ∣∣∣∣f (ν + 1

k

)
− f

(ν
k

)∣∣∣∣+ 2ε

5
<

3ε

5
.

因此在 [0, 1] 上恒有

|f(x)− h(x)| < ε.

取 |rν | < |f(νk )|, 则 h(x) 又满足

m 6 h(x) 6M.

此种折线函数 h(x) 由其 “顶点” 之值 r0, r1, · · · , rk 决定. 有理点

{(r0, r1, · · · , rk)}

为一可数集, 一切 h(x) 也成一可数集. 给 k 以 1, 2, 3, · · · , 又给 ε 以 1, 12 ,
1
3 , · · · , 得一

函数列

h1(x), h2(x), h3(x), · · · .

对于 [0, 1] 上的任意连续函数 f(x), 正数 ε 及正整数 n0, {hn(x)} 中必有子列 {hnν (x)}
适合

|hnν (x)− f(x)| < ε, ν > n0.

至此, 我们构造了一个通用的连续函数列 {hn(x)}, 使对定义在 [0, 1] 上的任一连续

函数 f(x), {hn(x)} 中有一子函数列 {hnν (x)} 一致收敛于 f(x). 若 m 6 f(x) 6M, 则

可使 hnν (x) 适合

m 6 hnν (x) 6M.

20. 例 19 的改进.
本章例 19 指出了存在通用的连续函数列. 这里, 我们将进一步指出, 如果 h 是

[0, 1] 上的严格单调的连续函数, 那么, [0, 1] 上的每个连续函数 f 能用 h 的多项式一致

地逼近. 事实上, 因为 h(x) 在 [0, 1] 上连续且严格单调, 所以变换 z = h(x), x = h−1(z)

就确定了 0 6 x 6 1 的点与某有界区间 a 6 z 6 b 的点之间连续的一一对应, 且一个区
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间的端点对应于另一区间的端点. 已知函数 f(x) = f [h−1(z)] 在后一区间上连续, 故由
Weierstrass 逼近定理 (参看本章问题 22), 它可以在 a 6 z 6 b 上由 z 的多项式一致逼

近. 若给定 ε > 0, 则存在 a0 + a1z + · · ·+ anz
n, 使得∣∣∣∣∣f [h−1(z)]−

n∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣ < ε, a 6 z 6 b,

这等价于 ∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
k=0

ak[h(x)]
k

∣∣∣∣∣ < ε, 0 6 x 6 1,

这里, 我们定义 [h(x)]0 = 1, 即使对某个 x0 ∈ [0, 1], 有 h(x0) = 0 亦是如此.

注 显然, 如果用任一有界闭区间 [α, β] 来代替区间 [0, 1], 那么反例 20 的结论仍
旧成立.

在反例 20 中, 多项式的系数均可取有理数. 因此, 由 h 的有理系数多项式所组成

的连续函数列就是 [0, 1] 上的通用连续函数列.
{(sinx)n : n = 0, 1, 2, · · · } 的有理系数的线性组合的全体构成了闭区间 [−π

2 ,
π
2 ] 上

的通用连续函数列.
21. (−∞,+∞) 上的连续函数 f, 如果 f 不是多项式, 那么 f 不能用多项式一致

逼近.
我们知道, 有界闭区间 [a, b] 上的连续函数必可用多项式列一致逼近 (参看本章问

题 22). 应当注意, 对于无界闭区间, 这一定理并不成立. 例如, 设 f 是 (−∞,+∞) 上的

连续函数, 并且 f 不是多项式. 如果 f 能用多项式列 {pn} 一致逼近, 那么存在正整数
n0, 当 i > n0 时, 对所有实数 x, 有

|pi(x)− f(x)| < 1.

于是对所有 i > n0 及所有实数 x, 有

|pi(x)− pn0(x)| < 2.

故 pi − pn0 是有界多项式, 从而是常数. 令 i → +∞ 而取极限, 得到 f − pn0 是常值函

数, 从而 f 是多项式, 这与假设发生矛盾.
22. 一个一致收敛的函数项级数, 它却无处绝对收敛.
令

ak(x) =
(−1)k−1

x2 + k
, −∞ < x < +∞, k = 1, 2, · · · .

由于
∑∞
k=1 ak(x) 是交错级数, 而且对每一 x ∈ (−∞,+∞), 都有

|ak(x)| > |ak+1(x)|, lim
k→∞

ak(x) = 0,



294 第六章 一 致 收 敛

因而该级数在 (−∞,+∞) 上收敛, 设其和为

s(x) =
1

x2 + 1
− 1

x2 + 2
+

1

x2 + 3
− 1

x2 + 4
+ · · · .

令

bn(x) =
1

x2 + (2n− 1)
− 1

x2 + 2n
,

则有 s(x) =
∑∞
n=1 bn(x). 由于

bn(x) =
1

[x2 + (2n− 1)][x2 + 2n]
6 1

(2n− 1)2n
,

而级数
∑∞
n=1

1
2n(2n−1) 收敛,因此,根据级数一致收敛的Weierstrass判别法,

∑∞
n=1 bn(x)

在 (−∞,+∞) 上一致收敛.
现在证明, 级数

∑∞
k=1 |ak(x)| =

∑∞
k=1

1
x2+k 在 (−∞,+∞) 上无处收敛. 事实上,

任取 x0 ∈ (−∞,+∞), 并取正整数 n0 > x20. 于是, 当 k > n0 时, 就有

1

x20 + k
> 1

n0 + k
> 1

2k
.

因为级数
∑
k>n0

1
2k 是发散的, 所以级数

∑∞
k=1

1
x2
0+k
也是发散的.

23. 存在级数
∑∞
n=1 un(x), 使

∑∞
n=1 un(x) 绝对并一致收敛, 而

∑∞
n=1 |un(x)| 并

不一致收敛.
考虑级数

∞∑
n=1

(−1)n(1− x)xn, 0 6 x 6 1,

易见,

sn(x) = (1− x)
n∑
k=1

(−x)k = (1− x)
−x− (−x)n

1 + x
.

当 0 6 x 6 1 时,
lim
n→∞

sn(x) =
x(x− 1)

1 + x
.

因此 ∣∣∣∣sn(x)− x(x− 1)

1 + x

∣∣∣∣ = 1− x

1 + x
xn 6 (1− x)xn.

对任给的 ε > 0, 当 1− ε < x 6 1 时,∣∣∣∣sn(x)− x(x− 1)

1 + x

∣∣∣∣ 6 (1− x)xn 6 1− x < ε.

而当 0 6 x 6 1− ε 时, ∣∣∣∣sn(x)− x(x− 1)

1 + x

∣∣∣∣ 6 xn 6 (1− ε)n.
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于是, 存在正整数 n0 = n0(ε), 当 n > n0 时可使 (1− ε)n < ε. 因此, 所论级数在 [0, 1]

上一致收敛于 x(x−1)
1+x .

现在再讨论绝对值级数的收敛性. 因为
∞∑
n=1

|(−1)n(1− x)xn| = (1− x)
∞∑
n=1

xn = s(x) =

{
x, 0 6 x < 1,

0, x = 1,

所以级数
∑∞
n=1(−1)n(1− x)xn 在 [0, 1] 上绝对收敛于 s(x). 然而, 由于和函数 s(x) 在

x = 1 处不连续, 可见绝对值级数
∑∞
n=1(1− x)xn 在 [0, 1] 上不一致收敛.

注 容易证明, 如果级数
∑∞
n=1 |un(x)| 在 [a, b] 上一致收敛, 那么

∑∞
n=1 un(x) 在

[a, b] 上也一致收敛. 上述反例表明, 这个命题之逆并不成立.

24. 一个绝对并一致收敛的函数项级数, 它无任何正项数值优级数.
考虑级数

∑∞
n=1 un(x), 0 6 x 6 1, 其中

un(x) =


0, 0 6 x 6 2−(n+1),

1

n
sin2(2n+1πx), 2−(n+1) < x < 2−n,

0, 2−n 6 x 6 1.

我们先来证明, 级数
∑∞
n=1 un(x) 在区间 [0, 1] 上绝对收敛. 由于 un(x) > 0, 故

只需讨论
∑∞
n=1 un(x) 的收敛性. 显然, 对于固定的 x, 若 x = 0 或 1

2 6 x 6 1, 则

un(x) = 0 (n = 1, 2, · · · ), 故此时级数之和为 0. 若 0 < x < 1
2 , 则唯有满足不等式

2−(n+1) < x < 2−n 的一项 un(x) =
1
n sin2(2n+1πx) ̸= 0, 对于其余的 n, un(x) = 0. 于

是所论级数是只有一项组成的, 因此它也是收敛的.
我们再来证明, 级数

∑∞
n=1 un(x) 在 [0, 1] 上一致收敛. 为此, 令 un(x) =

1
nvn(x),

其中

vn(x) =


0, 0 6 x 6 2−(n+1),

sin2(2n+1πx), 2−(n+1) < x < 2−n,

0, 2−n 6 x 6 1.

因为对任何 x ∈ [0, 1] 及正整数 n, 都有

0 <

n∑
k=1

vk(x) 6 1,

即级数
∑∞
n=1 vn(x) 的部分和在 [0, 1] 上一致有界; 而数列

{
1
n

}
对每一 x 都是单调的,

且当 n→ ∞ 时, 对于 0 6 x 6 1 的 x 来说, 它一致地趋于 0, 于是, 由 Dirichlet 判别法
知级数

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

1

n
vn(x)
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在区间 [0, 1] 上一致收敛.
最后证明, 所论级数不能用收敛的正项级数作为其优级数. 事实上, 假如有优级数∑∞

n=1 cn 存在, 那么对于区间 [0, 1] 中的任何 x, 都应该有

|un(x)| 6 cn,

且
∑∞
n=1 cn 收敛. 设 n 是任意的正整数, 则恒有落在区间 (2−(n+1), 2−n) 内的 xn 使

sin2(2n+1πxn) >
1

2
,

于是

un(xn) =
1

n
sin2(2n+1πxn) >

1

2n
.

因此, cn > |un(x)| > 1
2n , 从而级数

∑∞
n=1 cn 发散, 这与所设

∑∞
n=1 cn 为收敛的优级数

发生矛盾.

注 上述反例表明, 对于某些函数项级数的一致收敛性, 是不能用 Weierstrass 判
别法去判定的.

25. 一个一致收敛的可微函数列, 其导函数列的极限不等于极限函数的导数.
考虑函数列

fn(x) =
1

n
arctanxn (−∞ < x < +∞, n = 1, 2, · · · ).

显然, 对任何 x ∈ (−∞,+∞), 都有

|fn(x)− 0| =
∣∣∣∣ 1n arctanxn

∣∣∣∣ 6 π

2n
.

因此, 当 n > π
2ε 时, 就有

|fn(x)| < ε.

由此可见, 函数列 {fn} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛于 f ≡ 0.

另一方面, 我们有(
lim
n→∞

fn(x)
)′
x=1

= 0, lim
n→∞

f ′n(1) = lim
n→∞

(
xn−1

1 + x2n

)
x=1

=
1

2
.

因此 (
lim
n→∞

fn(x)
)′
x=1

̸= lim
n→∞

f ′n(1).

应当注意, 如果再加上条件: 导函数列 {f ′n} 在所论区间上一致收敛, 那么必有(
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x).

因此, 想要这种例子得以存在, 导函数列的极限就不能是一致的.
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注 我们甚至可以做出一个一致收敛的无穷可微函数列, 其极限函数无处可微. 例
如, 设

sn(x) =
n∑
k=0

bk cos(akπx),

此处 0 < b < 1, a 为一奇整数且 ab > 1+ 3
2π. 易见, 对每一 n, sn(x) 在 R1 上无穷可微,

且 {sn(x)} 在 R1 上一致收敛于某个连续函数 s(x). 但是, 极限函数 s(x) 在 R1 上无处

可微 (参看第三章反例 29).

26. 一个一致收敛的无穷可微函数列, 其导函数列无处收敛.
设

fn(x) =
sinnx√

n
(n = 1, 2, · · · ),

则对每一 n, fn 在 R1 上无穷可微, 且 {fn} 在 R1 上一致收敛于 f ≡ 0. 另一方面,

f ′n(x) =
√
n cosnx (n = 1, 2, · · · ),

可见导函数列 {f ′n} 在 R1 上处处发散.
27. 一个非一致收敛的可微函数列, 其导函数列的极限等于极限函数的导数.
设

sn(x) =

n∑
k=1

xk

k
, 0 6 x < 1,

则

s′n(x) =

n∑
k=1

xk−1,

所以

lim
n→∞

s′n(x) = lim
n→∞

1− xn

1− x
=

1

1− x
.

又

lim
n→∞

sn(x) = ln 1

1− x
,

所以 (
lim
n→∞

sn(x)
)′

=
1

1− x
.

因此

lim
n→∞

s′n(x) =
(

lim
n→∞

sn(x)
)′
.

然而, 函数列 {sn} 在区间 [0, 1) 上并不一致收敛. 为证明这一陈述, 我们先给出一个关
于判别不一致收敛的命题如下: 若对每一 n, sn 在 x = c 左连续, 但数列 {sn(c)} 发散,
那么对任意的 δ(0 < δ < c), 函数列 {sn} 在区间 (c − δ, c) 上必定不一致收敛 (参看本
章问题 13). 注意到数列 sn(1) =

∑n
k=1

1
k (n = 1, 2, · · · ) 发散, 于是由上述命题可知, 对
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任意的 δ(0 < δ < 1), 函数列 {sn} 在 (1 − δ, 1) 内不一致收敛, 从而它在 [0, 1) 内也不

一致收敛.
28. [0,+∞)上的一个一致收敛于零的广义可积函数列 {fn},而使数列 {

∫ +∞
0

fn(x)dx}
发散.

在 [0,+∞) 上如下定义函数列:

fn(x) =


1

n
, 0 6 x 6 n2,

0, x > n2,

则 {fn} 在 [0,+∞) 上一致收敛于 0, 且对每一 n, fn 在 [0,+∞) 上都是广义可积的. 但

lim
n→∞

∫ +∞

0

fn(x)dx = lim
n→∞

n = +∞.

29. [1,+∞) 上的一个一致收敛的广义可积函数列, 其极限函数并不广义可积.
在 [1,+∞) 上定义函数 fn 及 f 如下:

fn(x) =


1

x
, 1 6 x 6 n,

0, x > n,

f(x) =
1

x
.

对任给的 ε > 0, 取正整数 n0 =
[
1
ε

]
, 则当 n > n0 时, 对一切 x ∈ [1,+∞) 都有

|f(x)− fn(x)| < ε.

因此, {fn} 在 [1,+∞) 上一致收敛于 f. 又对每一 n, fn 在 [1,+∞) 上广义可积. 但是,
f 在 [1,+∞) 上并不广义可积.

注 容易证明, 对于一致收敛的可积函数列, 其极限函数也是可积的. 上述反例说
明, 对于广义积分而言, 相应的命题并不成立.

30. 一个函数, 它的 Maclaurin 级数处处收敛, 但仅在一点与这个函数相合.
函数

f(x) =

{
e−

1
x2 , x ̸= 0,

0, x = 0

是无穷可微的, 并且它的所有各阶导数在 x = 0 处都等于零, 所以它的 Maclaurin 级数
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
=

∞∑
n=0

0

在实轴上收敛于恒等于零的函数. 因此, 它只能在唯一的点 x = 0 处与 f(x) 相合.
这个例子是由 Scheeffer[71] 做出的.
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注 上述反例说明了从函数 f 在点 a 的各阶有限导数的存在性不能推得对任意的

x ̸= a, 有

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

正因为如此, 所以我们在研究某个函数的 Taylor 级数时, 就必须讨论这个级数的余项.

31. 一个函数, 它的 Maclaurin 级数仅在一点收敛.
函数

f(x) =

∞∑
n=0

1

n!
· a−n

a−2n + x2
(a > 1)

是无穷可微的, 这是因为接连逐项微分得到的所有级数中都出现因子 1
n! , 所以这些级数

全都一致收敛. 它的 Maclaurin 级数是
∞∑
k=0

(−1)kea
2k+1

x2k.

显然, 对于任意的 x ̸= 0, 此级数发散; 而在 x = 0 处, 它收敛于 ea.
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基本概念和主要结果

这一章考虑的是定义在 n 维欧氏空间 Rn 特别是二维欧氏空间 R2 的子集上的函

数. 基本定义和性质给出如下:
设 D 为 R2 中的点集, f(x, y) 是定义在 D 上的二元函数, (x0, y0) 是 D 的聚点, A

是一定数. 如果对于任给的 ε > 0, 皆有 δ > 0, 使当

0 < ∥(x, y)− (x0, y0)∥ =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

且 (x, y) ∈ D 时, 有
|f(x, y)−A| < ε,

我们就说当 (x, y) → (x0, y0) 时, 函数 f(x, y) 以 A 为极限, 并记为

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A.

连续函数的概念由极限概念立即可以得到, 亦即若 f(x, y) 在点 (x0, y0) 有定义, 又
lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) 存在且等于 f(x0, y0), 则称 f(x, y) 在点 (x0, y0) 连续 (对于 D

的孤立点处, 我们约定 f 在该点是连续的). 若 f(x, y) 在每一点 (x, y) ∈ D 连续, 则称
f(x, y) 在 D 上连续.

关于极限的性质和运算法则, 连续函数的运算法则以及有界闭集上连续函数的性
质, 均和一元函数的情形相仿, 这里不再赘述.

前面所考虑的函数 f(x, y) 的极限, 是当 x, y 同时趋于各自的极限时所得到的. 此
外, 我们还要讨论 x, y 先后相继地趋于各自的极限时 f(x, y) 的极限; 前者称为二重极
限, 后者称为累次极限.

若对任一固定的 y, 当 x→ a 时, f(x, y) 的极限存在:

lim
x→a

f(x, y) = φ(y),
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而 φ(y) 在 y → b 时的极限也存在并等于 A, 亦即 limy→b φ(y) = A, 那么称 A 为

f(x, y) 先对 x、后对 y 的累次极限, 记为

lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) = A.

同样可定义先对 y、后对 x 的累次极限

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y).

对于一元函数 y = f(x), 我们有所谓左极限和右极限的概念, 现在对于二元函数,
我们也来考虑函数沿着某个方向的极限. 设 f(x, y) 定义在 (x0, y0) 的某个邻域上, 假
如

lim
ρ→0+

f(x0 + ρ cosα, y0 + ρ cosβ) = l

存在, 就是当动点 (x, y) 沿着由 (cosα, cosβ) 所确定的半直线趋于 (x0, y0) 时 f(x, y)

趋于 l, 则称 l 为 f(x, y) 沿着方向 (cosα, cosβ) 的方向极限.
对函数 u = f(x, y), 如给 x 以改变量 ∆x, 于是函数相应地也得一改变量

∆xu = f(x+∆x, y)− f(x, y),

若极限

lim
∆x→0

∆xu

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x

存在,则此极限值就称为函数 f(x, y)在点 (x, y)处对 x的偏导数,记为 ∂f
∂x

(
或 f ′x,

∂u
∂x , u

′
x

)
.

同样地, ∂f∂y 就是极限值 (如果存在)

lim
∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
.

从定义立刻可知, 若 f(x, y) 在点 (x, y) 关于 x (或 y) 可导 (有限导数), 则 f(x, y)

在点 (x, y) 关于 x (或 y) 连续, 不过要注意, 此时并不能推出 f(x, y) 关于两个变量是

连续的.
与一元函数一样, 可类似地定义高阶偏导数. 一般地, f ′x(x, y) 及 f ′y(x, y) 仍旧是

x, y 的函数, 如果它们对 x 或对 y 还可以求偏导数, 就称为原来函数的二阶偏导数, 记
为

f ′′x2 =
∂f ′x
∂x

或
∂2f

∂x2
,
∂2u

∂x2
;

f ′′y2 =
∂f ′y
∂y

或
∂2f

∂y2
,
∂2u

∂y2
;

f ′′xy =
∂f ′x
∂y

或
∂2f

∂x∂y
,
∂2u

∂x∂y
;

f ′′yx =
∂f ′y
∂x

或
∂2f

∂y∂x
,
∂2u

∂y∂x
.
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一般而言, 对各个不同变量求偏导数的次序是不可交换的.
设函数 f(x, y) 定义于某区域内¬ , P (x, y) 为这区域内任一点, l 为过 P 点的任一

有向线段; 再设 P ′(x +∆x, y +∆y) 为这方向上另一任意点, |PP ′| 是 P, P ′ 两点间线

段的长度, 令 P ′ 沿 l 趋向于 P, 此时, 若

lim
P ′→P

f(P ′)− f(P )

|P ′P |

存在, 此极限就称为 f(x, y) 在 P 点沿 l 的方向导数, 记为 ∂f
∂l . 此时称 f(x, y) 在 P 点

是弱可微的.
若函数 u = f(x, y) 的全改变量 ∆u 可表示为

∆u = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

= A∆x+B∆y + o
(√

(∆x)2 + (∆y)2
)
,

式中 A,B 与 ∆x,∆y 无关而仅依赖于 x, y, 则称函数 f(x, y) 在点 (x, y) 可微, 并称
A∆x+B∆y 为 f(x, y) 在点 (x, y) 的全微分, 记为 du 或 df(x, y), 即

du = df(x, y) = A∆x+B∆y.

若 f(x, y) 在点 (x, y) 可微, 则

f ′x(x, y) = lim
∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x

= lim
∆x→0

A∆x+ o
(√

(∆x)2
)

∆x
= A.

完全一样地可以证明, 此时 f ′y 也存在且等于 B, 故有

du = f ′x∆x+ f ′y∆y.

因自变量的改变量等于自变量的微分, 故上式可写为

du = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy.

对一元函数而言, 可微与可导 (有限导数) 是同一回事; 而对多元函数来说, 偏导数
存在不一定可微.

下面我们再引入二元函数的极值概念.
若函数 f(x, y) 在点 M0(x0, y0) 的某个邻域内成立不等式

f(x, y) 6 f(x0, y0),

¬所谓平面区域 (简称区域) 可以是整个 xy 平面或者是 xy 平面上由几条曲线所围成部分.
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则称 f(x, y) 在点 M0 取得局部极大值 f(x0, y0), 点 M0(x0, y0) 称为函数 f(x, y) 的极

大点; 类似地, 若在点 M0(x0, y0) 的某个邻域内成立不等式

f(x, y) > f(x0, y0),

则称 f(x, y) 在点 M0 取得局部极小值 f(x0, y0), 点 M0 称为 f(x, y) 的极小点.
局部极大值与极小值统称为局部极值; 极大点与极小点统称为极值点.
如果函数 u = f(x, y) 在 (x0, y0) 点存在偏导数, 且在 (x0, y0) 处有局部极值, 则

f ′x(x0, y0) = 0, f ′y(x0, y0) = 0.

如果 u = f(x, y) 的所有二阶偏导数都在 (x0, y0) 附近连续, 并且 f ′x(x0, y0) =

f ′y(x0, y0) = 0. 令

A = f ′′x2(x0, y0), B = f ′′xy(x0, y0), C = f ′′y2(x0, y0).

(i) 如果 B2 −AC < 0, 则 f(x, y) 在 (x0, y0) 取局部极值. 当 A < 0 (或 C < 0) 时
取局部极大值; 当 A > 0 (或 C > 0) 时取局部极小值.

(ii) 如果 B2 −AC > 0, 则 f(x, y) 在 (x0, y0) 不取局部极值.
(iii) 如果 B2 − AC = 0, 则 f(x, y) 在 (x0, y0) 可能取局部极值, 也可能不取局部

极值.
本章的某些问题和反例还要涉及条件极值与 Lagrange 乘数法, 以及隐函数理论.

问 题

1. 求极限

lim
m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

(−1)i+j

i+ j
.

解

Sm,n =
m∑
i=1

n∑
j=1

(−1)i+j

i+ j

=

∫ 1

0

m∑
i=1

n∑
j=1

(−1)i+jxi+j−1dx

=

∫ 1

0

x

[
m∑
i=1

(−x)i−1

] n∑
j=1

(−x)j−1

 dx
=

∫ 1

0

x · 1− (−x)m

1 + x
· 1− (−x)n

1 + x
dx

=

∫ 1

0

1

(1 + x)2
[x+ (−1)m+1xm + (−1)n+1xn + (−1)m+nxm+n]dx.
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因 ∫ 1

0

xk

(1 + x)2
dx <

∫ 1

0

xkdx =
1

k + 1
,

故

lim
k→∞

∫ 1

0

xk

(1 + x)2
dx = 0.

从而有

lim
m,n→∞

Sm,n =

∫ 1

0

x

(1 + x)2
dx = ln 2− 1

2
.

2. 已知级数
∑∞
n=1

cn
n 收敛, 其中 cn > 0. 证明: 级数

∑∞
k=1

∑∞
n=1

cn
k2+n2 收敛.

证 因为 cn > 0, 所以只要证明级数
∑∞
n=1

∑∞
k=1

cn
k2+n2 收敛即可. 但

∞∑
k=1

cn
k2 + n2

= cn

∞∑
k=1

1

k2 + n2
< cn

∫ +∞

0

dx

x2 + n2

=
cn
n

arctan
(x
n

) ∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
· cn
n
.

于是, 级数
∑∞
n=1

∑∞
k=1

cn
k2+n2 以收敛级数

∑∞
n=1

πcn
2n 为其优级数, 故收敛.

3. 设函数 f 在圆周上有定义并且连续, 证明: 可以找到一条直径的两个端点 a 与

b, 使得 f(a) = f(b).

证 设圆周上的点的位置由角 φ (−∞ < φ < +∞) 给定 (亦即, 每个点对应于无穷
多个 φ 值), 则 f 是 φ 的函数, 并且连续, 不妨记作 f(φ), 并令

g(φ) = f(φ+ π)− f(φ).

我们有

g(φ+ π) = f(φ+ 2π)− f(φ+ π)

= f(φ)− f(φ+ π) = −g(φ).

因此, g(φ) 在 [φ,φ+ π] 中某个点 φ∗ 处的值为 0. 于是, f(φ∗ + π) = f(φ∗), 这就是所

要证明的.

4. 设 f(x, y) 满足 (i) 对固定的 y ̸= b, limx→a f(x, y) = ψ(y); (ii) 存在 η > 0, 使

f(x, y) 当 y → b 时关于 x ∈ E = {x : 0 < x < |x− a| < η} 存在一致极限 φ(x). 证明:

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y).

证 由条件 (ii), 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 0 < |y − b| < δ 时,

|f(x, y)− φ(x)| < ε

2
(x ∈ E).
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于是, 当 0 < |y′ − b| < δ 时,

|f(x, y)− f(x, y′)| < ε.

由 (i), 令 x→ a 得到

|ψ(y)− ψ(y′)| 6 ε.

据 Cauchy 准则, 存在有限数 A 使

lim
y→b

ψ(y) = A.

故存在 δ1 (0 < δ1 < δ), 只要 0 < |y − b| < δ1, 则下列不等式同时成立:

f(x, y)− ε

2
< φ(x) < f(x, y) +

ε

2
(x ∈ E), (1)

A− ε

2
< ψ(y) < A+

ε

2
. (2)

由不等式 (1), (2) 及条件 (i), 我们有

A− ε < ψ(y)− ε

2
6 lim
x→a

φ(x) 6 lim
x→a

φ(x)

6 ψ(y) +
ε

2
< A+ ε.

由 ε > 0 的任意性, 便得

lim
x→a

φ(x) = lim
x→a

φ(x) = lim
x→a

φ(x) = A.

即

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y).

5. 设函数 z = f(x, y) 在 D = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1} 上有定义, 且对任意
x0 ∈ [0, 1], f(x, y) 于 (x0, 0) 点连续. 证明存在 δ > 0, 使 f(x, y) 于 D∗ = {(x, y) : 0 6
x 6 1, 0 6 y 6 δ} 上有界.

证法 1 (反证法) 假若不然, 则对任意 δ > 0, f(x, y) 在 D∗ 上无界. 于是有

(xn, yn) ∈ Dn =

{
(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1

n

}
,

使得

|f(xn, yn)| > n (n = 1, 2, · · · ).

由于 {(xn, yn)} 有界, 故必有子列 {(xni , yni)}, 使

(xni , yni) → (x0, y0) (i→ ∞).
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显然, x0 ∈ [0, 1], y0 = 0, 从而由 f(x, y) 于 (x0, 0) 点的连续性知

lim
i→∞

f(xni , yni) = f(x0, 0)

这与 |f(xni , yni)| > ni 矛盾.

证法 2 对任意 x0 ∈ [0, 1], 由 f(x, y) 在点 (x0, 0) 的连续性可知存在 δx0 > 0, 使

f(x, y) 在开邻域 Uδx0
= {(x, y) : |x− x0| < δx0 , |y| < δx0} 上有界. 由此可得到一族开

集 {Uδx} 覆盖了有界闭集 I = {(x, 0) : 0 6 x 6 1}, 从而有有限个 Uδx 便可覆盖 I. 设

它们的边长是 2δx1 , · · · , 2δxk
, 取 δ = 1

2 min16i6k{δxi}, 则 f(x, y) 于 D∗ 上有界.

6. 设有界点列 zn = (xn, yn) (n = 1, 2, · · · ) 满足

lim
n→∞

∥zn∥ = l, lim
n→∞

∥zn∥ = L, lim
n→∞

∥zn+1 − zn∥ = 0.

证明对任意 µ, l < µ < L, 圆周 x2 + y2 = µ2 上至少有 {zn} 的一个聚点.

证 (反证法) 假若不然, 则存在 µ0 ∈ (l, L), 使得圆周 Rµ0
: x2 + y2 = µ2

0 上无

{zn} 的聚点, 于是, 对任意 z ∈ Rµ0 , 必有 δz > 0, 使以 z 为心, 以 δz 为半径的开圆 Uδz

内不含异于 z 且属于 {zn} 的点. 显然, {Uδz : z ∈ Rµ0} 覆盖了有界闭集 Rµ0 , 因此,
Rµ0 可被有限个开圆所覆盖. 于是不难看出, 存在 δ > 0, µ0 − δ > l, 使圆环

Rδ : (µ0 − δ)2 < x2 + y2 < µ2
0

不含 {zn} 中的点, 而由上、下极限的性质可知, 有正整数 n′, n′′, 使

∥zn′∥ < µ0 − δ, ∥zn′′∥ > µ0.

令 n1 = max{n : n′ 6 n < n′′, ∥zn∥ < µ0 − δ}, 便有

∥zn1∥ < µ0 − δ, ∥zn1+1∥ > µ0.

对点列 {zn}∞n=n1+2 重复上述证明, 便有 n2 > n1 + 1, 使

∥zn2∥ < µ0 − δ, ∥zn2+1∥ > µ0.

如此下去, 便有

∥znk
∥ < µ0 − δ, ∥znk+1∥ > µ0 (k = 1, 2, · · · ).

从而

∥znk+1 − znk
∥ > ∥znk+1∥ − ∥znk

∥ > δ > 0,

这与 limn→∞ ∥zn+1 − zn∥ = 0 矛盾.
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7. 设 f(x, y, z) 于 a 6 x, y, z 6 b 上连续, 令

φ(x) = max
a6y6x

min
a6z6b

f(x, y, z).

证明 φ(x) 于 [a, b] 上连续.

证 设 ψ(x, y) = mina6z6b f(x, y, z), a 6 x, y 6 b. 因 f(x, y, z) 是一致连续的, 故
对任意 ε > 0, 存在 η > 0, 当 |x− x0| < η, |y − y0| < η 时,

f(x0, y0, z)− ε < f(x, y, z) < f(x0, y0, z) + ε,

从而

ψ(x0, y0)− ε 6 ψ(x, y) 6 ψ(x0, y0) + ε.

可见 ψ(x, y) 是正方形 a 6 x 6 b, a 6 y 6 b 上的连续函数, 从而 ψ 也是一致连续的.
于是存在 δ > 0, 当 |x′ − x′′| < δ, |y′ − y′′| < δ 时,

|ψ(x′, y′)− ψ(x′′, y′′)| < ε

2
. (1)

任取 x0 ∈ [a, b], 由 (1) 式, 当 |x− x0| < δ 时,

ψ(x0, y)−
ε

2
< ψ(x, y) < ψ(x0, y) +

ε

2
.

于是有

max
a6y6x

ψ(x0, y)−
ε

2
6 max

a6y6x
ψ(x, y) 6 max

a6y6x
ψ(x0, y) +

ε

2
.

又由 (1) 式,
ψ(x0, x0)−

ε

2
6 max
x0−δ6y6x

ψ(x0, y) 6 ψ(x0, x0) +
ε

2
,

从而

max
a6y6x

ψ(x0, y) = max
{

max
a6y6x0−δ

ψ(x0, y), max
x0−δ6y6x

ψ(x0, y)

}
6 max
a6y6x

ψ(x0, y) +
ε

2
.

类似地可得另一端不等式, 故

φ(x0)− ε 6 φ(x) 6 φ(x0) + ε.

因此, φ(x) 是 [a, b] 上的连续函数.

8.设函数 f(x, y)在区域 a 6 x 6 A, b 6 y 6 B 上连续,而函数列 {φn(x)}在 [a,A]

上一致收敛且 b 6 φn(x) 6 B (n = 1, 2, · · · ). 证明: 函数列 {Fn(x)} = {f [x, φn(x)]} 也
在 [a,A] 上一致收敛.
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证 因 b 6 φn(x) 6 B, 故 Fn(x) = f [x, φn(x)] 有意义. 由题设 f(x, y) 在闭区域

a 6 x 6 A, b 6 y 6 B 上连续, 故在此区域上一致连续, 即对任给的 ε > 0, 存在 δ =

δ(ε) > 0,使对于此区域中的任意两点 (x1, y1), (x2, y2),只要 |x1−x2| < δ, |y1− y2| < δ,

就有

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ε.

特别地, 当 |y1 − y2| < δ 时, 对于一切的 x ∈ [a,A], 均有

|f(x, y1)− f(x, y2)| < ε.

对于上述的 δ > 0, 因 {φn(x)} 在 [a,A] 上一致收敛, 故存在正整数 n0, 使当

m > n0, n > n0 时, 对于一切 x ∈ [a,A], 均有

|φn(x)− φm(x)| < δ.

于是, 对任给的 ε > 0, 存在正整数 n0, 使当 m > n0, n > n0 时, 对于一切 x ∈ [a,A],

均有

|Fn(x)− Fm(x)| < ε.

因此, {Fn(x)} 在 [a,A] 上一致收敛.

9. 设函数 f(x, y) 在区域 G (a < x < A, b < y < B) 内连续, 函数 φ(x) 在区间

(a,A) 内连续且 b < φ(x) < B. 证明: 函数 F (x) = f [x, φ(x)] 在区间 (a,A) 内也连续.

证 任取 (x0, y0) ∈ G. 由题设, 函数 f(x, y) 在区域 G 内连续, 故对任给的 ε > 0,

存在 δ > 0, 使当 (x, y) ∈ G 且 |x− x0| < δ, |y − y0| < δ 时, 就有

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

再由 φ(x) 在 (a,A) 中的连续性可知, 对上述的 δ > 0, 存在 η > 0 (可取 η < δ), 使
当 x ∈ (a,A) 且 |x− x0| < η 时, 便有

|φ(x)− φ(x0)| = |y − y0| < δ.

于是

|f [x, φ(x)]− f [x0, φ(x0)]| < ε,

即

|F (x)− F (x0)| < ε.

因此, F (x) 在点 x0 处连续. 由 x0 的任意性知 F (x) 在 (a,A) 内是连续的.

10. 设函数 f(x, y) 在区域 G 内对 x 是连续的, 而关于 x 对 y 是一致连续的, 证明
f(x, y) 在 G 内是连续的.
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证 任意固定一点 P0(x0, y0) ∈ G. 由于 f(x, y) 关于 x 对 y 一致连续, 故任给
ε > 0, 存在 δ1 = δ1(ε) > 0, 使当 (x, y′) ∈ G, (x, y′′) ∈ G 且 |y′ − y′′| < δ1 时, 就有

|f(x, y′)− f(x, y′′)| < ε

2
.

又因 f(x, y) 在点 (x0, y0) 关于 x 是连续的, 故对上述的 ε, 存在 δ2 > 0, 使当

|x− x0| < δ2 时, 就有
|f(x, y0)− f(x0, y0)| <

ε

2
.

取 0 < δ 6 min{δ1, δ2}, 并使点 (x0, y0) 的 δ 邻域包含在 G 内, 则当点 (x, y) 属于

点 (x0, y0) 的 δ 邻域时, 就有

|x− x0| < δ 6 δ2, |y − y0| < δ 6 δ1,

从而有

|f(x, y)− f(x0, y0)| 6 |f(x, y)− f(x, y0)|+ |f(x, y0)− f(x0, y0)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

因此, f(x, y) 在 P0 连续. 由 P0 的任意性知函数 f(x, y) 在 G 内是连续的.

11. 设 f(x, y) 在点 (x0, y0) 的某邻域内有连续的偏导数 f ′y(x0, y0), 并且 f ′x(x, y)

存在. 证明 f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微.

证 记

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

= [f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0 +∆x, y0)]

+[f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)],

并记 ρ = [(∆x)2 + (∆y)2]
1
2 . 因 f ′x(x0, y0) 存在, 故有

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)∆x+ o(∆x)

= f ′x(x0, y0)∆x+ o(ρ).

又因 f ′y(x, y) 在 (x0, y0) 连续, 故有 0 < θ < 1, 使得

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0 +∆x, y0) = f ′y(x0 +∆x, y0 + θ∆y)∆y

= f ′y(x0, y0)∆y + o(ρ).

从而得到

∆z = f ′x(x0, y0)∆x+ f ′y(x0, y0)∆y + o(ρ).

因此, z = f(x, y) 在点 (x0, y0) 可微.
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12. 设 f(x, y) = |x − y|φ(x, y), 其中 φ(x, y) 在点 (0, 0) 的某个邻域内连续. 问:
(i) φ(x, y) 在什么条件下, 偏导数 f ′x(0, 0), f

′
y(0, 0) 存在? (ii) φ(x, y) 在什么条件下,

f(x, y) 在 (0, 0) 处可微?

解 (i)

lim
x→0+

f(0 + x, 0)− f(0, 0)

x
= φ(0, 0),

lim
x→0−

f(0 + x, 0)− f(0, 0)

x
= −φ(0, 0),

lim
y→0+

f(0, 0 + y)− f(0, 0)

y
= φ(0, 0),

lim
y→0−

f(0, 0 + y)− f(0, 0)

y
= −φ(0, 0).

若 φ(0, 0) = 0, 则偏导数 f ′x(0, 0) 与 f ′y(0, 0) 均存在, 且 f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0.

(ii)

∆f = f(0 + ∆x, 0 + ∆y)− f(0, 0)

= |∆x−∆y|φ(∆x,∆y),

而
|∆x−∆y|√
(∆x)2 + (∆y)2

6 |∆x|+ |∆y|√
(∆x)2 + (∆y)2

6 2,

若 φ(0, 0) = 0, 则当
√
(∆x)2 + (∆y)2 = ρ→ 0 时, 有

∆f −
[f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y]√

(∆x)2 + (∆y)2
=

|∆x−∆y|φ(∆x,∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

→ 0 (ρ→ 0),

故此时 f(x, y) 在 (0, 0) 处可微, 且 df = 0.

13. 设函数 f(x, y) 在闭单位圆 {(x, y) : x2 + y2 6 1} 上有连续的偏导数, 并且
f(1, 0) = f(0, 1). 证明: 在单位圆上至少有两点满足方程

y
∂

∂x
f(x, y) = x

∂

∂y
f(x, y).

证 令 φ(θ) = f(cos θ, sin θ), 则 φ 是以 2π 为周期的连续函数, 且 φ(0) = φ
(
π
2

)
.

故由 Rolle 定理可知存在 θ1, θ2
(
0 < θ1 <

π
2 ,

π
2 < θ2 < 2π

)
, 使得

φ′(θ1) = φ′(θ2) = 0.

由 φ′ = −y ∂f∂x + x∂f∂y 代入 θi (i = 1, 2) 即得所证.

14. 设两个正数 x 与 y 之和为定值, 求函数 f(x, y) = xn+yn

2 的极值, 并证明

xn + yn

2
>
(
x+ y

2

)n
, n 为正整数.
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解 设 x+ y = a (x > 0, y > 0, a 为常数). 令

F (x, y) =
xn + yn

2
+ λ(x+ y − a),

并解方程组 
F ′
x =

nxn−1

2
+ λ = 0,

F ′
y =

nyn−1

2
+ λ = 0,

x+ y = a.

得唯一驻点
(
a
2 ,

a
2

)
. 不难验证, f(x, y) = xn+yn

2 在
(
a
2 ,

a
2

)
达到最小值, 从而

xn + yn

2
>

(a
2

)n
+
(a
2

)n
2

=
(a
2

)n
=

(
x+ y

2

)n
.

15. 证明: 在 n 个正数的和为定值的条件

x1 + x2 + · · ·+ xn = a

下, 这 n 个正数的乘积 x1x2 · · ·xn 的最大值为 an

nn , 并由此结果推出 n 个正数的几何平

均值不大于算术平均值:

n
√
x1x2 · · ·xn 6 x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

证 设 L = x1x2 · · ·xn + λ(x1 + x2 + · · ·+ xn − a), 并依次对 x1, x2, · · · , xn, λ 求
偏导数且令其为 0, 得

x2x3 · · ·xn + λ = 0, (1)
x1x3 · · ·xn + λ = 0, (2)
· · · · · · ,
x1x2 · · ·xn−1 + λ = 0, (n)
x1 + x2 + · · ·+ xn − a = 0. (n+ 1)

(1)× x1 + (2)× x2 + · · ·+ (n)× xn, 得

n(x1x2 · · ·xn) + λ(x1 + x2 + · · ·+ xn) = 0.

由 x1 + x2 + · · ·+ xn = a 得

λ = −nx1x2 · · ·
xn
a
.

将 λ 分别代入 (1), (2), · · · , (n), 得

x1 = x2 = · · · = xn =
a

n
.
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求得唯一的驻点
(
a
n ,

a
n , · · · ,

a
n

)
. 依题意, 该点即为 x1x2 · · ·xn 的极大值点, 且就是最大

值点. 因此, 最大值为
x1x2 · · ·xn =

an

nn
,

从而 n
√
x1x2 · · ·xn 的最大值为 a

n . 又, 算术平均值为 x1+x2+···+xn

n = a
n , 故

n
√
x1x2 · · ·xn 6 x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

16. 求函数 f(x, y, z) = lnx+ ln y + 3 ln z (x > 0, y > 0, z > 0) 在球面

x2 + y2 + z2 = 5r2

上的最大值, 并证明对任何正数 a, b, c, 有

abc3 6 27

(
a+ b+ c

5

)5

.

解 设

F (x, y, z) = lnx+ ln y + 3 ln z + λ(x2 + y2 + z2 − 5r2).

求得

F ′
x =

1

x
+ 2λx, F ′

y =
1

y
+ 2λy, F ′

z =
3

z
+ 2λz.

令 F ′
x = F ′

y = F ′
z = 0, 得

2λx2 + 1 = 0, 2λy2 + 1 = 0, 2λz2 + 3 = 0.

相加得

2λ(x2 + y2 + z2) + 5 = 0,

故 λ = − 1
2r2 .于是,函数 f(x, y, z)在条件 x2+y2+z2 = 5r2下可能极值点是 (r, r,

√
3r).

因为在第一象限内球面的三条边界线上函数 f(x, y, z) 均趋于 −∞, 故最大值必在曲面

内部取得. 现驻点是唯一的, 因而 f(x, y, z) 在点 (r, r,
√
3r) 处取得最大值

f(r, r,
√
3r) = ln(3

√
3r5).

由此可知, 对任意正数 a, b, c, 有

f(
√
a,
√
b,
√
c) = ln

√
a+ ln

√
b+ 3 ln

√
c

6 ln(3
√
3r5),

其中 r =
√

a+b+c
5 . 从而有

1

2
ln abc3 6 1

2
ln(3

√
3r5)2 =

1

2
ln 27r10,
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即

abc3 6 27

(
a+ b+ c

5

)5

.

17. 已知 x, y, z 为实数, 且 ex + y2 + |z| = 3. 证明 exy2|z| 6 1.

证 设 f(x, y) = exy2(3− ex − y2). 由题设 ex + y2 + |z| = 3, 而 |z| > 0, 故 x, y 应

满足 ex + y2 6 3. 又,

f ′x(x, y) = exy2(3− 2ex − y2),

f ′y(x, y) = 2exy(3− ex − 2y2).

令 f ′x = 0, f ′y = 0, 得驻点 (0, 1) 及 (0,−1). 当 y = 0 时也有 f ′x = 0, f ′y = 0, 但 y = 0

时所证不等式显然成立, 故只对驻点 (0, 1) 及 (0,−1) 进行判定.

f ′′xx = exy2(3− 4ex − y2),

f ′′xy = 2exy(3− 2ex − 2y2),

f ′′yy = 2ex(3− ex − 6y2).

而

f ′′xx(0, 1) = f ′′xx(0,−1) = −2,

f ′′xy(0, 1) = −2, f ′′xy(0,−1) = 2,

f ′′yy(0, 1) = f ′′yy(0,−1) = −8,

故 B2 − AC < 0, 又 A < 0, 故 (0, 1) 及 (0,−1) 均为极大点, 且 f(0,±1) = 1. 又因为

在边界 ex + y2 = 3 上有 f(x, y) = 0, 故 f(0,±1) = 1 为最大值. 由此可得

f(x, y) 6 1,

即

exy2|z| 6 1.

18. 求原点到曲面 (x− y)2 − z2 = 1 上的点的最短距离.

解 设 P (x, y, z) 为曲面上任意一点, 它到原点的距离是

d =
√
x2 + y2 + z2.

由于 d 与 d2 同时取得最小值, 因而可取

f(x, y, z) = d2 = x2 + y2 + z2.
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因动点 P (x, y, z) 在曲面上, 故有条件

(x− y)2 − z2 − 1 = 0.

于是化为求 f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 在条件 (x− y)2 − z2 = 1 下的最小值. 设

F (x, y, z, λ) = x2 + y2 + z2 + λ[(x− y)2 − z2 − 1],

解方程组

F ′
x = 2x+ 2λ(x− y) = 0, (1)
F ′
y = 2y − 2λ(x− y) = 0, (2)
F ′
z = 2z − 2λz = 0, (3)

(x− y)2 − z2 − 1 = 0. (4)

由 (3) 式, z(λ− 1) = 0, 可得 λ = 1 或 z = 0. 将 λ = 1 代入 (1), (2) 得

2x− y = 0, −x+ 2y = 0.

解得 x = y = 0. 代入 (4), 得 z2 = −1, 矛盾. 因此, λ = 1 不合理. 将 z = 0 代入上述方

程组, 解得
x1 = 1

2 , y1 = − 1
2 , z1 = 0 或 x2 = −1

2 , y2 = 1
2 , z2 = 0. 这两点到原点的距离都是

√
2
2 . 由题意, 最短距离是存在的, 因此, 原点到曲面 (x− y)2 − z2 = 1 的最短距离是

√
2
2 .

反 例

1. 两个累次极限存在而不相等的函数.
设

f(x, y) =


x2 + x+ y2 − y

x+ y
, x ̸= 0, y ̸= 0 且 x+ y ̸= 0,

0, 其他.

因 y ̸= 0 时恒有

lim
x→0

f(x, y) = y − 1,

故

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = −1.

同理

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 1.
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2. 两个累次极限存在且相等与二重极限存在互不蕴涵.
第一例 两个累次极限存在且相等, 但二重极限不存在的函数.
设

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

易见,

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0.

因此, f(x, y) 在点 (0, 0) 的两个累次极限都存在且相等. 然而, f(x, y) 在点 (0, 0) 的二

重极限并不存在, 因为当 (x, y) 沿着直线 y = mx(m ̸= 0) 趋于 (0, 0) 时,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
x→0

f(x,mx) = lim
x→0

mx2

x2 +m2x2
=

m

1 +m2
̸= 0.

注 我们还可进一步做出这样的函数 f(x, y), 使得 limy→0 f(x, y) = g(x) 存在且

关于 x 一致, limx→0 f(x, y) = h(y) 存在且关于 y 一致, 又有

lim
x→0

g(x) = lim
y→0

h(y),

但是 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 仍不存在. 例如, 设

f(x, y) =

{
1, xy ̸= 0,

0, xy = 0.

于是,

g(x) = lim
y→0

f(x, y) =

{
1, x ̸= 0,

0, x = 0,

h(y) = lim
x→0

f(x, y) =

{
1, y ̸= 0,

0, y = 0.

这两个极限在整个实数轴上都是一致收敛的, 且有

lim
x→0

g(x) = lim
y→0

h(y).

然而, 由于那些任意接近 (0, 0) 的点当中, 既有 f 等于 0 的点, 也有 f 等于 1 的点, 所
以当 (x, y) → (0, 0) 时, f(x, y) 的极限不能存在.

第二例 二重极限存在而两个累次极限都不存在的函数.
设

f(x, y) = (x+ y) sin 1

x
sin 1

y
,
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则

lim
y→0

y sin 1

y
= 0,

lim
y→0

sin 1

x
y sin 1

y
= 0.

因为当 x ̸= 0 及 x ̸= ± 1
nπ 时, limy→0 x sin 1

x sin 1
y 不存在, 所以 limy→0 f(x, y) 不存在,

从而 limx→0 limy→0 f(x, y) 不存在. 由对称性可知, limy→0 limx→0 f(x, y) 也不存在.
另一方面, 由不等式

|f(x, y)| = |x+ y| ·
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin 1

y

∣∣∣∣
6 |x|+ |y|

可知,
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

注 上述反例说明了累次极限存在与否和二重极限存在与否, 二者之间没有什么关
系, 但可证明, 若某个累次极限和二重极限都存在, 则二者一定相等. 因此, 若两个累次
极限存在而不相等, 则二重极限一定不存在.

3. 二重极限和一个累次极限存在, 而另一个累次极限不存在的函数.
设

f(x, y) =


x+ y sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0,

则

|f(x, y)| 6 |x|+ |y|,

因而

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

又易见

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0.

但是, limy→0 limx→0 f(x, y) 并不存在.

注 可以证明,如果极限 lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)与 limx→x0
limy→y0 f(x, y)都存在,

那么它们必定相等; 同理, 如果极限 lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) 与 limy→y0 limx→x0 f(x, y)

都存在, 那么它们也必定相等.
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4. 仅有一个累次极限存在的函数.
设

f(x, y) =


xy

x2 + y2
+ y sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0,

则

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0.

但是, limy→0 limx→0 f(x, y) 和 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 均不存在.
5. 各方向极限存在且相等而二重极限不存在的函数.
设

f(x, y) =


xy3

x2 + y6
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

对任意 α, f(x, y) 沿着方向 (cosα, sinα) 的极限

lim
ρ→0+

f(ρ cosα, ρ sinα) = lim
ρ→0+

ρ4 cosα sin3 α
ρ2 cos2 α+ ρ6 sin6 α

= 0.

但是, 二重极限 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 并不存在. 事实上, 如果 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 存

在, 那么必有
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

因此, 对于过 (0, 0) 的曲线 y = 3
√
x, 应该有

lim
x→0

f(x, 3
√
x) = 0.

然而

lim
x→0

f(x, 3
√
x) = lim

x→0

x2

x2 + x2
=

1

2
.

此为矛盾. 足见 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 并不存在.

注 对于一元函数 y = f(x), 极限 limx→x0 f(x) 存在的充要条件是当 x → x0 时,
f(x)的左右极限皆存在且相等.对于二元函数u=f(x, y),若极限 lim(x,y)→(x0,y0)f(x, y)=

A 存在, 则 f(x, y) 沿着任何方向 (cosα, sinα) 的极限皆存在且等于 A. 上述反例说明

和一元函数不一样, 这个陈述之逆是不成立的.
其实, 我们还可进一步构造一个在原点没有二重极限, 但沿着任一形如 y = cx

m
n 的

曲线逼近原点时极限值都为零的函数, 其中 c 是非零常数, n 和 m 是互素的正整数, 当
n 为偶数时 x > 0. 例如, 在 R1 ×R1 上定义函数 f(x, y) 为:

f(x, y) =


e−

1
x2 y

e−
2
x2 + y2

, x ̸= 0,

0, x = 0,
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则当 (x, y) 沿着任意曲线 y = cx
m
n 逼近 (0, 0) 时, 就有

lim
x→0

f
(
x, cx

m
n

)
= lim
x→0

ce−
1
x2 x−

m
n

e−
2
x2 x−

2m
n + c2

= 0.

也就是说, (x, y) 沿着任一形如 y = cx
m
n 的曲线逼近原点时, f(x, y) 的极限值都为

零. 然而, 当 (x, y) 沿着 y = e−
1
x2 的曲线逼近原点时, f(x, y) 的极限为 1

2 . 由此可知,
lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 并不存在.

6. 各方向极限存在且相等与两个累次极限存在且相等, 二者互不蕴涵.
第一例 各方向极限存在且相等而两个累次极限都不存在的函数.
本章反例 2 (第二例) 中的函数具有所需的性质.
第二例 两个累次极限都存在且相等而各方向极限并不都存在的函数.
考虑函数

f(x, y) =


ln(1 + xy)

x+ tan y , x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,

显然,
lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0.

另一方面, 因为

tanx = x+
1

3
x3 + o(x4),

ln(1− x2)

−x2
→ 1 (x→ 0),

所以 f(x, y) 沿 y = −x 的方向极限是无穷大.
7. 存在函数 f(x, y), 它在 (x0, y0) 附近有定义, 且对任何满足 limx→x0 φ(y) = y0

的形如 y = φ(x) 的连续曲线, 均有 limx→x0 f [x, φ(x)] = A, 但 lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)

不存在.
考察函数

f(x, y) =

1, x = 0,

0, x ̸= 0.

则对任何连续函数 y = φ(x), 若 limx→0 φ(x) = 0, 则有

lim
x→0

f [x, φ(x)] = 0.

然而 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 并不存在.
8. 分别对各个变量连续的间断函数.
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设

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

则对任意固定的 y, f(x, y) 是 x 的连续函数; 而对任意固定的 x, f(x, y) 是 y 的连续函

数. 但是, f(x, y) 在点 (0, 0) 处并不连续, 因为当 (x, y) → (0, 0) 且 x = y 时, f(x, y) 并
不趋于 f(0, 0) = 0.

9. 存在函数 f(x, y), 它沿着从点 (x0, y0) 引出的任何直线在 (x0, y0) 都是连续的,
但 f(x, y) 在 (x0, y0) 并不连续.

设

f(x, y) =



x2

y
, y > 0 且

x2

y
6 1,

y

x2
, y > 0 且

x2

y
> 1,

0, y = 0,

又设 f(x,−y) = f(x, y). 因为任意接近 (0, 0) 的地方总会有形如 (a, a2) 的点, 相应的
f(x, y) 的值为 1, 所以 f(x, y) 在原点间断.

现在证明, f(x, y) 沿着任一通过原点的直线在原点都是连续的.
事实上, 在 x 轴上 f(x, y) ≡ 0, 所以它沿 x 轴在原点是连续的. 现在考虑过原点的

直线 y = mx(m ̸= 0), 当 |x| 充分小时, x2

y 6 1, 所以

|f(x, y)| =
∣∣∣∣x2y

∣∣∣∣ = ∣∣∣ xm ∣∣∣ .
由此可见, f(x, y) 沿着直线 y = mx 在原点是连续的.

10. 任给平面可数点集 {(an, bn)},可以构造函数 g(x, y),使 g(x, y)在 (an, bn)(n =

1, 2, · · · ) 间断, 而在其他的点上都连续. 又, g(x, y) 沿任一过 (an, bn) 的直线在 (an, bn)

也是连续的.
设 {(an, bn)} 是平面上的任意可数集, 令

g(x, y) =
1

2
f(x− a1, y − b1) +

1

22
f(x− a2, y − b2)

+ · · ·+ 1

2n
f(x− an, y − bn) + · · · ,

其中 f(x, y) 是本章反例 9 中的函数. 于是, g(x, y) 除了点 (an, bn)(n = 1, 2, · · · ) 而外,
它在其余的点上都是连续的. 又, g(x, y) 沿任一过 (an, bn) 的直线在 (an, bn) 也是连

续的.
本章反例 9 和反例 10 是由 W. H. Young 和 G. C. Young[81] 做出的.
11. [0, 1] × [0, 1] 上的一个无处连续函数 f(x, y), 使对每一 y ∈ [0, 1], f(x, y) 是 x

的连续函数.



反 例 321

设

f(x, y) =

{
0, y 是无理数, x 任意,

1, y 是有理数, x 任意,

则 f(x, y) 在 [0, 1]× [0, 1] 上无处连续, 因对任意固定的 y, f(x, y) 作为 x 的函数为一常

值函数, 故它是 x 的连续函数.
12. 函数的连续性与偏导数存在性, 二者之间互不蕴涵.
第一例 具有各阶偏导数的不连续函数

设

f(x, y) =

 e
− x2

y2 − y2

x2 , xy ̸= 0,

0, xy = 0.

容易证明, f 具有各阶偏导数 ∂m+nf(x,y)
∂xm∂yn . 因为当 t ̸= 0 时, f(t, t) = e−2, 而 f(0, 0) = 0,

所以 f(x, y) 在 (0, 0) 处不连续.
这个例子是由 Burr[31] 做出的.
设

f(x, y) =


ex

−2y−2

ex−4 + ey−4 , xy ̸= 0,

0, xy = 0,

则 f 具有各阶偏导数. 因为
lim
x=y
x→0

f(x, y) =
1

2
,

所以 f 在 (0, 0) 处间断.
这个例子是由 Snow[77] 做出的.
第二例 不存在偏导数的连续函数.
考察函数

f(x, y) =
√
x2 + y2.

这个函数在全平面上处处连续, 但它在原点的两个偏导数都不存在.
13. 函数的连续性与弱可微性, 二者互不蕴涵.
第一例 在某点弱可微, 而在该点并不连续的函数.
设

f(x, y) =


x5

(y − x2)2 + x6
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

兹证函数 f 在 (0, 0) 处沿任何方向都是可微的.
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事实上, 令 ρ = (cos θ, sin θ), 因为

F (t) = f(t cos θ, t sin θ)

=


t5 cos5 θ

(t sin θ − t2 cos2 θ)2 + t6 cos6 θ , t ̸= 0,

0, t = 0.

=


t3 cos5 θ

(sin θ − t cos2 θ)2 + t4 cos6 θ , t ̸= 0,

0, t = 0.

所以当 sin θ ̸= 0 时,

F ′(0) = lim
t→0

F (t)− F (0)

t

= lim
t→0

t2 cos5 θ
(sin θ − t cos2 θ)2 + t4 cos6 θ = 0;

而当 sin θ = 0 时,

F ′(0) = lim
t→0

F (t)− F (0)

t

= lim
t→0

cos5 θ
cos4 θ + t2 cos6 θ = cos θ.

因此, 函数 f 在 (0, 0) 处沿任何方向都是可微的, 即 f 在 (0, 0) 处是弱可微的.
另一方面, 当点 (x, y) 沿着曲线 y = x2 趋近于 (0, 0) 时, 极限

lim
(x,y)→(0,0)

y=x2

x5

(y − x2)2 + x6
= lim
x→0

1

x

不存在, 从而 lim(x,y)→(0,0) f(x, y) 不存在, 因此, f 在 (0, 0) 处不连续.
第二例 连续而不弱可微的函数.
考察函数

f(x, y) =


√
x2 + y2 sin 1√

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0.

显然, 函数 f 在全平面上处处连续. 但是, 它在点 (0, 0) 处并不弱可微.
14. 函数的弱可微与偏导数存在, 二者互不蕴涵.
第一例 在某点偏导数存在, 但在该点并不弱可微的函数.
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考察函数

f(x, y) =



x, y = 0,

y, x = 0,

1,
√
x2 + y2 =

1

n
且 x ̸= 0, y ̸= 0, n = 1, 2, · · · ,

0, 其他.

由于 f(x, 0) = x, 因而 f ′x(0, 0) = 1. 同样, f ′y(0, 0) = 1. 但是, 对于任何 α ̸= 0, 在直线

y = αx 上,

f(x, αx) =

1,
√
x2 + α2x2 =

1

n
, 即 |x| = 1

n
√
1 + α2

,

0, 其他.
n = 1, 2, · · · ,

这个函数在 x = 0 处是不连续的, 当然不可能有有限的导数. 这说明了虽然 f ′x(0, 0) 与

f ′y(0, 0) 都存在, 但 f 在原点处并不弱可微.
第二例 在某点弱可微而偏导数不存在的函数.
考察函数

f(x, y) =
√
x2 + y2.

显然, f 在 (0, 0) 处是弱可微的, 但它在该点的偏导数并不存在.
15. 偏导数均不连续的可微函数.
设

f(x, y) =

 (x2 + y2) sin 1√
x2 + y2

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,

它的偏导数是

f ′x(x, y) =

−x cos 1√
x2 + y2√

x2 + y2
+ 2x sin 1√

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

f ′y(x, y) =

−y cos 1√
x2 + y2√

x2 + y2
+ 2y sin 1√

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0.

易见, f ′x(x, y) 和 f ′y(x, y) 在点 (0, 0) 处都是不连续的. 另一方面, 因为

f(x, y)− f(0, 0) =
√
x2 + y2 ·

√
x2 + y2 sin 1√

x2 + y2
,

所以 f 在 (0, 0) 处是可微的.
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注 可以证明, 若 f ′x(x, y) 及 f ′y(x, y) 在点 (x0, y0) 及其某一邻域内存在, 且在这
一点它们都连续, 则 f(x, y) 在 (x0, y0) 处必可微; 若 f(x, y) 在点 (x0, y0) 处可微, 则
f(x, y) 在 (x0, y0) 处必定连续、弱可微且偏导数存在. 因此, 可得蕴涵关系如下:

偏导数连续 ⇒ 可微 ⇒


连续

偏导数存在

弱可微.

本章反例 12 至反例 15 说明了反方向的结论均不成立, 而平行的三者两两互不
蕴涵.

16. 存在函数, 它的偏导数在某点不连续且在该点的任何邻域内都无界, 但此函数
在该点仍然可微.

我们知道, 偏导数 f ′x 与 f ′y 连续蕴涵函数 f 可微, 本章反例 15表明, f ′x 与 f ′y 的连

续性只是 f 可微的充分条件, 而不是必要条件. 其实, 我们还可做出一个函数, 它的偏
导数在某点不连续且在该点的任何邻域内都无界, 但此函数在该点仍然可微. 例如, 设

f(x, y) =


(x2 + y2) sin 1

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0.

则 f 的偏导数是

f ′x(x, y) =


2x sin 1

x2 + y2
−

2x cos 1

x2 + y2

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0,

f ′y(x, y) =


2y sin 1

x2 + y2
−

2y cos 1

x2 + y2

x2 + y2
, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0.

易见, f ′x 和 f ′y 在 (0, 0) 处都是间断的. 又, 对于任给的正数 M, 存在正整数 n0, 当

n > n0 时,
f ′x

(
1√
2nπ

, 0

)
= −2

√
2nπ < −M.

因此, f ′x 在 (0, 0) 的任何邻域内都是无界的.
同理可证, f ′y 在 (0, 0) 的任何邻域内也是无界的.
下面再讨论 f 于点 (0, 0) 的可微性. 因为

|f(x, y)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y| = |f(x, y)| = (x2 + y2)

∣∣∣∣sin 1

x2 + y2

∣∣∣∣
6 x2 + y2 = o(

√
x2 + y2),
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所以 f 于点 (0, 0) 是可微的.
17. 函数 f, 它在某点的邻域内连续且有有界的偏导数, 但 f 在该点仍不能微分.
设

f(x, y) =


xy√
x2 + y2

, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0,

则 f 在 x2 + y2 > 0 的点 (x, y) 显然是连续的. 因为

|f(x, y)| 6 |xy|√
2|xy|

=

√
|xy|
2

,

所以 f 在点 (0, 0) 也是连续的.
又当 x2 + y2 > 0 时, f ′x(x, y) = y3

(x2+y2)
3
2
, f ′y(x, y) = x3

(x2+y2)
3
2
, 而在点 (0, 0) 处,

f ′x(0, 0) = 0, f ′y(0, 0) = 0, 所以

|f ′x(x, y)| 6
|y3|
|y3|

= 1, |f ′y(x, y)| 6 1,

即 f 的两个偏导数都是有界的.
现证 f 在点 (0, 0) 处不可微, 事实上, 假若不然, 那么就应该有

f(x, y)− f(0, 0) =
xy√
x2 + y2

= ε
√
x2 + y2,

当 (x, y) → (0, 0) 时, 式中的 ε 应趋于 0, 今特别于上式中取 x = y > 0, 则得

x√
2
=

√
2εx.

由此有 ε = 1
2 , 而当 x→ 0 时 ε 却并不趋向于 0, 这就违反了函数 f 在 (0, 0) 处可微性

的假设.
18. 存在函数, 其二阶混合偏导数相等而不连续.
设

f(x, y) =


(x2 + y2)2 sin 1√

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,
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则当 x2 + y2 ̸= 0 时,

f ′x(x, y) = 4x(x2 + y2) sin 1√
x2 + y2

− x
√
x2 + y2 cos 1√

x2 + y2
,

f ′y(x, y) = 4y(x2 + y2) sin 1√
x2 + y2

− y
√
x2 + y2 cos 1√

x2 + y2
.

f ′′xy(x, y) = 8xy sin 1√
x2 + y2

−
4xy cos 1√

x2+y2√
x2 + y2

−
xy cos 1√

x2+y2√
x2 + y2

−
xy sin 1√

x2+y2

x2 + y2
.

又按偏导数的定义, 可得

f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0,

f ′′xy(0, 0) = f ′′yx(0, 0) = 0.

另一方面, 因为当 m > 0 时,

lim
x→0
y=mx

f ′′xy(x, y) =
m

1 +m2
, lim

x→0
y=mx

f ′′xy(x, y) =
−m

1 +m2
,

所以 f ′′xy 在点 (0, 0) 不连续.
同理可证, f ′′yx 在点 (0, 0) 也不连续.

注 可以证明, 如果 f ′x, f
′
y, f

′′
xy 在定义域上都存在, 且 f ′′xy 连续, 那么 f ′′yx 也存在,

而且 f ′′xy = f ′′yx. 上述反例说明了当这个命题的条件不成立时, 二阶混合偏导数仍有相
等的可能性.

19. 两个偏导数在某点连续, 而本身在该点的任何邻域内不连续的函数.
在 [0, 1]× [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =



∞∑
n=1

1

2n
·

(
x− 1

n

)(
y − 1

n

)
(
x− 1

n

)2

+

(
y − 1

n

)2 , (x, y) ̸=
(

1

m
,
1

m

)
(m = 1, 2, · · · ),

∑
n̸=m

1

2n
·

(
x− 1

n

)(
y − 1

n

)
(
x− 1

n

)2

+

(
y − 1

n

)2 , (x, y) =

(
1

m
,
1

m

)
,

1

2
, (x, y) = (0, 0).



反 例 327

当 (x, y) ̸= ( 1
m ,

1
m )(m = 1, 2, · · · ) 时, 按照函数项级数逐项求导数的法则, 得到

f ′x(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
·

(
y − 1

n

)[(
y − 1

n

)2

−
(
x− 1

n

)2
]

[(
x− 1

n

)2

+

(
y − 1

n

)2
]2 , (1)

f ′y(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
·

(
x− 1

n

)[(
x− 1

n

)2

−
(
y − 1

n

)2
]

[(
x− 1

n

)2

+

(
y − 1

n

)2
]2 . (2)

当 (x, y) = ( 1
m ,

1
m ) 时, f ′x(x, y) 与 f ′y(x, y) 分别等于 (1) 与 (2) 中缺 n = m 项的级数.

在原点, 按偏导数的定义, 有

f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x

= lim
x→0

∞∑
n=1

1

2n
·

(
x− 1

n

)(
− 1

n

)
(
x− 1

n

)2

+
1

n2

− 1

2

x

= lim
x→0

∞∑
n=1

1

2n

 −1

2
x(

x− 1

n

)2

+
1

n2

 = 0.

同理, f ′y(0, 0) = 0.

以上结果说明了函数 f 在原点是连续的, 在 [0, 1] × [0, 1] 上有无穷多个不连续点(
1
m ,

1
m

)
(m = 1, 2, · · · ); 而 f ′x 和 f ′y 在原点都是连续的.

注 容易证明, 如果一元函数 φ(x) 的导数 φ′(x) 在 x = x0 处连续, 那么 φ(x) 在

x = x0 的某个邻域内必定连续. 上述例子说明了对于多元函数而言, 则不尽相同.

20. 二阶混合偏导数不相等的可微函数.
设

f(x, y) =


xy(x2 − y2)

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,
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则

f ′x(x, y) =


(x4 + 4x2y2 − y4)y

(x2 + y2)2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,

f ′y(x, y) =


(x4 − 4x2y2 − y4)x

(x2 + y2)2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,

f ′x(0, y) =

{
−y, y ̸= 0,

0, y = 0,

f ′y(x, 0) =

{
x, x ̸= 0,

0, x = 0.

因此,

f ′′xy(0, 0) = lim
y→0

f ′x(0, y)− f ′x(0, 0)

y
= lim
y→0

−y
y

= −1,

f ′′yx(0, 0) = lim
x→0

f ′y(x, 0)− f ′y(0, 0)

x
= lim
x→0

x

x
= 1.

所以 f ′′xy(0, 0) ̸= f ′′yx(0, 0). 然而, 函数 f 是连续而且可微的, 因为 f ′x 和 f ′y 都是连续的.
21. 存在函数 f, 使 f ′x(0, y) 是 y 的连续函数, 而 f ′y(x, 0) 不是 x 的连续函数.
设

f(x, y) =


x sin

(
4 arctan y

x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0,

则

f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

f(x, 0)

x

= lim
x→0

0

x
= 0,

f ′x(0, y) = lim
x→0

f(x, y)− f(0, y)

x
= lim
x→0

f(x, y)

x

= lim
x→0

sin
(
4 arctan y

x

)
= 0,

所以 f ′x(0, y) 是 y 的连续函数. 然而,

f ′y(0, 0) = lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim
y→0

0

y
= 0,

f ′y(x, 0) = lim
y→0

f(x, y)− f(x, 0)

y
= lim
y→0

f(x, y)

y

= lim
y→0

x sin
(
4 arctan y

x

)
y

= 4,
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因此, f ′y(x, 0) 在 x = 0 处不连续.
22. 函数 f, 使 f ′′yx(x, y) 存在而 f ′x(x, y) 不存在.
设 g(x) 是无处可微的连续函数 (参看第三章反例 29), 令

f(x, y) = g(x),

则 f ′′yx(x, y) = 0 而 f ′x(x, y) 不存在.
23. 仅在一点连续并可微的函数.
设 α > 0, 令

f(x, y) =

 (x2 + y2)
1+α
2 , x, y 均为有理数,

0, 其他.

显然, f 在 (0, 0) 处连续, 而在其他点处均间断. 又, 它在 (0, 0) 处还可微:

f(x, y)− f(0, 0) = f(x, y) = 0 · x+ 0 · y + ρ1+α,

这里 ρ =
√
x2 + y2, ρ1+α = o(ρ)(ρ→ 0).

24. 有关的一切偏导数都存在, 但复合函数求导公式不成立的函数.
设

f(x, y) =
√
|xy|.

不难验证, f ′x(0, 0) 与 f ′y(0, 0) 均存在且等于 0, 但 f 在点 (0, 0) 不可微. 此时, 若令
x = t, y = t, 代入得 f(t, t) = |t|, 它在 t = 0 处没有有限导数. 但

f ′x(0, 0)
dx

dt
+ f ′y(0, 0)

dy

dt
= 0.

这就说明, 复合函数求导公式

df

dt

∣∣∣∣
t=0

= f ′x(0, 0)
dx

dt
+ f ′y(0, 0)

dy

dt

不能成立.

注 如果 f(x, y)在定义域 G内可微, x = φ(t), y = ψ(t)对于 t可微, (φ(t), ψ(t)) ∈
G, 则 f [φ(t), ψ(t)] 对于 t 可微, 且有

df

dt
= f ′x(x, y)

dx

dt
+ f ′y(x, y)

dy

dt
.

上述反例表明, 有别于一元函数的情形, 对于多元函数而言, 如果仅是导数存在, 上述复
合函数求导公式还不一定成立.
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25. 在平面区域 D 内 f ′y(x, y) ≡ 0, 但是, f 在 D 内并非与 y 无关的连续可微函数.
设 L = {(x, y) : x > 0, y = 0}, 再设

D = R1 ×R1\L.

在 D 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =

{
x3, x > 0 且 y > 0,

0, 其他的 (x, y) ∈ D.

显然, f 在 D 内连续可微, 并且确有连续的二阶偏导数. 虽然 f 关于 y 的一阶偏导数

f ′y(x, y) 在 D 内恒等于零, 但是 f 并非与 y 无关. 例如, f(1, 1) = 1 而 f(1,−1) = 0.

注 这个例子表明, 为了证实在整个区域 D 内一阶偏导数恒等于零的函数是常值

函数, 下面的证法无效: “既然 f ′x(x, y) ≡ 0, 那么 f 不依赖于 x; 既然 f ′y(x, y) ≡ 0, 那么

f 不依赖于 y; f 既不依赖 x 也不依赖 y, 所以 f 一定是个常数”.

26. 存在函数 F (x, y), 尽管 F ′
y(x0, y0) = 0, 但在 (x0, y0) 的某个邻域内, 由方程

F (x, y) = 0 能唯一确定 y 为 x 的函数 y = f(x), 并且 y0 = f(x0).

令 F (x, y) = (y − x)2, 则 F ′
y(x, y) = 2(y − x), 故在 x = y = 0 处 F ′

y = 0. 但这并

不妨碍所给方程 F (x, y) = 0 有唯一解 y = x, 且当 x = 0 时这个解等于零.

注 上述反例说明, 隐函数存在定理仅仅给出其图像通过已知点 (x0, y0) 的隐函数

唯一存在的充分而不是必要条件.

27. 存在函数 f, 使 maxyminx f(x, y) < minxmaxy f(x, y).
在 [0, 2]× [0, 4] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) = 1− (x− y + 1)2,

则

max
y

f(x, y) = 1,min
x

max
y

f(x, y) = 1;

min
x
f(x, y) =

{
1− (y − 1)2, y > 2,

1− (3− y)2, y 6 2,

max
y

min
x
f(x, y) = 0.

因而

max
y

min
x
f(x, y) < min

x
max
y

f(x, y).

注 可以证明, 若 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 上连续, 则

max
y

min
x
f(x, y) 6 min

x
max
y

f(x, y).

上述反例说明了这个不等式中的等号未必成立.
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28. 存在函数 f, 使 f ′x(x0, y0) = 0, f ′y(x0, y0) = 0, 但 (x0, y0) 并非 f(x, y) 的极

值点.
函数 z = f(x, y) = y2 − x2 的偏导数 ∂z

∂x = −2x, ∂z∂y = 2y, 所以

f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0.

当 y = 0 时, z = −x2, 所以原点恰是这条抛物线的极大点; 而当 x = 0 时, z = y2, 原点

又是这条曲线的极小点. 由此可知, 函数 f(x, y) 在 (0, 0) 处无极值.

注 对偏导数存在的函数 f(x, y), 在点 M0(x0, y0) 有极值的必要条件是

f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0.

上述反例说明了这个条件并不充分.

29. 存在可微函数, 它在定义域内只有一个驻点, 而且这驻点是极大 (小) 点, 但它
不是最大 (小) 点.

我们知道, 若函数 y = f(x) 在区间 (a, b) (有限或无限, 开或闭) 上可微, 又在 (a, b)

内有唯一的驻点 x0; 如果 x0 是极大 (小) 点, 那么 x0 就是 f(x) 在 (a, b) 上的最大 (小)
点.

于是, 我们可能会猜测: 如果函数 z = f(x, y) 在定义域 D 上可微, 又在 D 内只有

一个驻点 (x0, y0), 而且这驻点是极大 (小) 点, 那么 (x0, y0) 也一定就是 f(x, y) 在 D

上的最大 (小) 点.
这猜想是错的. 例如, 令

f(x, y) = x3 − 4x2 + 2xy − y2.

我们在矩形 D : −1 6 x 6 4,−1 6 y 6 1 上来研究它的最大值. 解方程组{
f ′x(x, y) = 3x2 − 8x+ 2y = 0,

f ′y(x, y) = 2x− 2y = 0.

得两组根 (0, 0), (2, 2). 但 (2, 2) 并不在 D 内, 所以 D 内只有一个驻点 (0, 0).

其次, 求二阶偏导数, f ′′xx(x, y) = 6x − 8, f ′′xy(x, y) = 2, f ′′yy(x, y) = −2. 于是

f ′′xx(0, 0) = −8 < 0, f ′′xx(0, 0) · f ′′yy(0, 0) − (f ′′xy(0, 0))
2 = 16 − 4 > 0. 故知 (0, 0) 确是函

数在 D 内的极大点, 在这一点上有极大值 f(0, 0) = 0. 然而 0 并不是 D 上的最大值,
最大值出现在边界点 (4, 1) 上, f(4, 1) = 7.

这个函数在全平面上有两个驻点, 只是在 D 内有一个驻点. 于是自然要问: 是否存
在二元可微函数, 它在全平面上只有一个驻点, 而且这驻点又是极大点, 但这一点并不
是最大点? 这种函数的确是存在的, 下面的例子属于梁宗巨 [17]. 设

f(x, y) = 8(arctanx)3 − 8(arctanx)2 + (arctanx)(arctan y)− 1

8
(arctan y)2.
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这个函数是初等函数, 在全平面上可微. 解方程组

f ′x(x, y) = 24(arctanx)2 · 1

1 + x2
− 16(arctanx) · 1

1 + x2
+

1

1 + x2
arctan y

= 0, (1)

f ′y(x, y) = (arctanx) · 1

1 + y2
− 1

4
(arctan y) · 1

1 + y2

= 0. (2)

由 (2), arctan y = 4 arctanx. 代入 (1) 后消去 1
1+x2 , 得

24(arctanx)2 − 16 arctanx+ 4 arctanx = 0,

即

arctanx(2 arctanx− 1) = 0.

由 arctanx = 0 得驻点 (0, 0). 又将 arctanx = 1
2 代入 arctan y = 4 arctanx, 得

arctan y = 2, 无解. 这是因为

−π
2
< arctan y < π

2
.

因此, f(x, y) 在全平面上只有一个驻点 (0, 0). 为了判断它是不是极值点, 求二阶偏
导数:

f ′′xx(x, y) = − 2x

(1 + x2)2
[24(arctanx)2 − 16 arctanx+ arctan y]

+
1

1 + x2

[
48(arctanx) 1

1 + x2
− 16

1 + x2

]
,

f ′′xy(x, y) =
1

1 + x2
· 1

1 + y2
,

f ′′yy(x, y) = − 2y

(1 + y2)2

(
arctanx− 1

4
arctan y

)
+

1

1 + y2

[
− 1

4(1 + y2)

]
.

于是

f ′′xx(0, 0) · f ′′yy(0, 0)− (f ′′xy(0, 0))
2 = (−16)

(
−1

4

)
− 1 > 0,

又

f ′′xx(0, 0) = −16 < 0.

可知 (0, 0) 是极大点, f(0, 0) = 0 是极大值. 这并不是 f(x, y) 的最大值, 例如

f(tan 1, tan 1) = 8− 8 + 1− 1

8
=

7

8
> 0.

其实, 这函数的最大值是不存在的.
30. 函数 f, 它在某点的偏导数不存在, 但能在该点取得极值.
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设

z =

{
x, x > 0,

−x, x < 0.

它是交于 y 轴的两个平面. 显然, 凡 x = 0 的点都是函数的极小点. 但是, 当 x > 0 时
∂z
∂x = 1, 而当 x < 0 时 ∂z

∂x = −1, 所以函数 z 在 x = 0 处的偏导数不存在.
31. 有无穷多个局部极大值而无局部极小值的函数.
设

f(x, y) = (1 + ey) cosx− yey,

则

f ′x(x, y) = − sinx(1 + ey), f ′y(x, y) = ey cosx− ey(1 + y).

令 f ′x(x, y) = f ′y(x, y) = 0 得 x = ±nπ, y = (−1)n − 1(n = 0, 1, 2, · · · ). 对于驻点
P±n(±nπ, (−1)n − 1), 有

A = f ′′xx(x, y)|P±n = (−1)n+1[1 + e(−1)n−1],

B = f ′′xy(x, y)|P±n = 0,

C = f ′′yy(x, y)|P±n = −e(−1)n−1.

当 n 为偶数时, AC − B2 = 2 > 0, 又 A = −2 < 0, 故 P±n 为局部极大点,
f(±2nπ, 0) = 2 为局部极大值.

当 n 为奇数时, AC −B2 = −(1 + e−2)e−2 < 0, 故 P±n 不是局部极值点.
由此可知, 函数 f 有无穷多个局部极大点 (±2nπ, 0)(n = 0, 1, 2, · · · ), 但是没有局

部极小点.
32. 存在函数 f, 它在原点无局部极值, 但对任一过原点的直线, f 沿此直线上, 原

点为其取得局部极小值的点.
设

f(x, y) = (x− y2)(2x− y2),

则

f ′x(x, y) = 4x− 3y2, f ′y(x, y) = −6xy + 4y3.

令 f ′x(x, y) = f ′y(x, y) = 0, 即 4x− 3y2 = 0, 2y(2y2 − 3x) = 0, 得到 x = y = 0.

对于点 (0, 0), 如果沿直线 y = mx, 则

f(x, y) = x2(1−m2x)(2−m2x).

当 x 充分接近于零时, f(x,mx) > 0, 而当 x = 0 时, f(x,mx) = 0, 故沿着过点

(0, 0) 的每一条直线 y = mx, f(x, y) 在点 (0, 0) 取得极小值. 但在点 (0, 0) 的附近, 当
x < y2 < 2x 时, 将有 f(x, y) < 0, 此即 f(0, 0) = 0 并非函数的极小值.
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33. 一个定义在区域 D ⊂ R2 上的一致连续函数 f, 对某个 ε > 0, 不存在实数 P,

使当 |f(x)− f(y)| > P∥x− y∥ 时, 就有

∥(x, f(x))− (y, f(y))∥ < ε.

设 f 是由 n 维欧氏空间 Rn 的子集 D 到 m 维欧氏空间 Rm 的函数. 称 f 的陡弦

是短的, 是指对每一 ε > 0, 存在实数 P, 使当 ∥f(x)− f(y)∥ > P∥x− y∥ 时, 就有

∥(x, f(x))− (y, f(y))∥ < ε. (1)

Paine[62] 证明了, 对于定义在 R1 的子区间上的实值函数而言, 这是一致连续性的
特征. Klopfenstein 和 Telste[52] 指出, 对于高维欧氏空间, 这一命题并不成立. 他们的
例子如下:

考虑 R2 中的无限长条: x > 0,−1 6 y 6 1, D 为该长条的补集. 在 D 上定义函数

f :

f(x, y) =


x, x > 0 且 y > 1,

−x, x > 0 且 y < −1,

0, x < 0.

显然, f 在 D 上一致连续, 然而 f 并不满足条件 (1).

注 不难证明, 若函数 f 在 D ⊂ Rn 上满足条件 (1), 则它在 D 上必定一致连续,
且对任意 ε > 0, 存在常数 M > 0, 当 ∥x− y∥ > ε 时, 就有

∥f(x)− f(y)∥ < M∥x− y∥. (2)

Klopfenstein 和 Telste 证明了下述定理.

定理 设 f 是 Rn 的子集 D 到 Rm 内的映射, 则 f 满足条件 (1) 的充要条件是 f

在 D 上一致连续且满足条件 (2).

证 必要性已如上所述. 兹证充分性. 设 f 在 D 上一致连续, 且满足条件 (2), 则
任给 ε > 0, 存在 δ

(
0 < δ < ε

2

)
, 使当 ∥x− y∥ < δ 时, 就有

∥f(x)− f(y)∥ < ε

2
.

由于 f 满足 (2), 故存在常数 P > 0, 使当 ∥f(x)− f(y)∥ > δ
2 时,

∥f(x)− f(y)∥ < P∥x− y∥.

于是, 如果 ∥f(x)− f(y)∥ > P∥x− y∥, 则

∥x− y∥ 6 δ

2
< δ <

ε

2
.
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据 δ 的选择, ∥f(x)− f(y)∥ < ε
2 . 因此, 如果 ∥f(x)− f(y)∥ > P∥x− y∥, 那么就有

∥(x, f(x))− (y, f(y))∥ 6 ∥x− y∥+ ∥f(x)− f(y)∥

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

即 f 满足条件 (1).
注意, 若函数 f 具有有界的值域, 则它必满足条件 (2). 而 Rn 的有界子集上的一

致连续函数必有界, 故此时 f 一致连续等价于条件 (1).
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基本概念和主要结果

设 f(x, y) 是定义在可求面积的有界闭区域 D 上的有界函数, 若下面 (1) 式左端的
极限存在, 则称 f(x, y) 在 D 上可积, 此极限值称为 f(x, y) 在 D 上的二重积分, 记为

lim
λ(∆)→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆σi =

∫∫
D

f(x, y)dxdy, (1)

其中 ∆σi 是 D 上任意分划 ∆ : D1, D2, · · · , Dn 中 Di 的面积, (xi, yi) 是 Di 上的任

意点,

λ(∆) = max
16i6n

d(Di),

d(Di) = sup{∥X − Y ∥ : X,Y ∈ Di}.

设 D 由下列不等式给出:

a 6 x 6 b, φ(x) 6 y 6 ψ(x),

其中 φ(x), ψ(x) 为 [a, b] 上的连续函数. 若 f(x, y) 在 D 上连续, 则∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ ψ(x)

φ(x)

f(x, y)dy,

即此时二重积分可以化为累次积分来计算.
若连续可微函数

x = x(u, v), y = y(u, v)

把 uv 平面上的有界闭区域 D′ 一对一地映射为 xy 平面上的有界闭区域 D, 并且

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,
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则有变量代换公式∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f [x(u, v), y(u, v)]|J(u, v)|dudv.

特别有极坐标变换公式∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

三重积分有类似的结果:
设有界闭区域 Ω 由下列不等式确定

a 6 x 6 b, φ(x) 6 y 6 ψ(x), z1(x, y) 6 z 6 z2(x, y),

其中 φ(x), ψ(x), z1(x, y), z2(x, y) 均为连续函数. 若 f(x, y, z) 在 Ω 上连续, 则∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

dx

∫ ψ(x)

φ(x)

dy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z)dz.

特别地, 对于三重积分有柱坐标变换公式∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
Ω′

f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz

和球坐标变换公式∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
Ω′

f(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cosφ)r2 sinφdrdφdθ.

设平面区域 D 是无界的, {Dn} 为 D 中可求面积的任意有界闭子区域列, 并且 D

中每一点 P 从某一号码起, 属于以后一切的 Dn. 若 f(x, y) 在每个 Dn 上均可积, 则称∫∫
D

f(x, y)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

f(x, y)dxdy (2)

为函数 f(x, y) 在 D 上的二重广义积分. 若 (2) 式右端的极限存在且与 {Dn} 的选择
无关, 则对应的积分称为收敛的; 在相反的情形称为发散的.

设函数 f(x, y) 在有界闭区域 D 内有唯一奇点 P, 即 f(x, y) 在 P 的每个邻域内无

界. 对于 P 的任意 ε 邻域 Uε, 若 f(x, y) 在 D\Uε 上可积, 则称∫∫
D

f(x, y)dxdy = lim
ε→0+

∫∫
D\Uε

f(x, y)dxdy (3)
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为 D 上的无界函数 f(x, y) 的二重广义积分. 若 (3) 式右端的极限存在且与 P 的 ε 邻

域的选择无关, 则对应的积分称为收敛的; 在相反的情形称为发散的.
重积分有着与一元函数定积分类似的一系列性质, 这里不再赘述.
设二元函数 f(x, y) 定义在矩形区域 D = {(x, y) : a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} 上. 若对

任意固定的 y ∈ [c, d], f(x, y) 在 [a, b] 上可积, 则定积分
∫ b
a
f(x, y)dx 是 y 的函数, 记作

φ(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx, y ∈ [c, d], (4)

称 (4) 式为含参变量 y 的定积分.

定理 1 (连续性) 如果函数 f(x, y)在矩形区域 D = {(x, y) : a 6 x 6 b, c 6 y 6 d}
上连续, 则函数

φ(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

在区间 [c, d] 上连续.

定理 2 (可微性) 设 f(x, y) 在 D = {(x, y) : a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} 上有定义, 对
任一 y ∈ [c, d], 函数 f ′′(x, y) 在 [a, b] 上连续, 且偏导数 f ′y(x, y) 在 D 上连续, 则函数
φ(y) 在 [c, d] 上可微, 且有

φ′(y) =

∫ b

a

f ′y(x, y)dx.

定理 3 (积分可换序性) 设 f(x, y) 在 D = {(x, y) : a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} 上连续,
则 ∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy.

设二元函数 f(x, y) 在区域 D = {(x, y) : a 6 x < +∞, c 6 y 6 d} 上有定义, 对任
意的 y ∈ [c, d], 广义积分 ∫ +∞

a

f(x, y)dx (5)

都收敛. 于是积分 (5) 在区间 [c, d] 上定义了一个函数, 记作

φ(y) =

∫ +∞

a

f(x, y)dx, y ∈ [c, d],

称它为含参变量的广义积分.

我们知道, 广义积分与数项级数无论在概念上还是在理论上基本是平行的. 不同的
是前者是连续的, 后者是离散的. 由此自然想到, 含参变量的广义积分与函数项级数无
论在概念上还是在理论上也应基本是平行的. 因此, 我们可以仿照函数项级数, 把含参
变量广义积分的一致收敛概念和有关定理陈述如下:
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称无穷积分
∫ +∞
a

f(x, y)dx 在 [c, d] 上对 y 一致收敛, 如果 ∀ε > 0, ∃M > a, 当

A > M 时, 对 ∀y ∈ [c, d], 有 ∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε.

Cauchy 准则 积分
∫ +∞
a

f(x, y)dx 在区间 [c, d] 上一致收敛的充要条件是 ∀ε >
0, ∃M > a, 当 A′ > A > M 时, 对一切 y ∈ [c, d], 有∣∣∣∣∣

∫ A′

A

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Weierstrass 判别法 如果对充分大的 x 以及 y ∈ [c, d],

|f(x, y)| 6 F (x),

且
∫ +∞
a

F (x)dx 收敛, 则
∫ +∞
a

f(x, y)dx 在 [c, d] 上一致收敛.
Dirichlet 判别法 如果

(i) g(x, y) 关于 x 单调, 且当 x→ +∞ 时, g(x, y) 关于 y ∈ [c, d] 一致趋于 0;
(ii) 存在常数 M > 0, 对任意 A > a,∣∣∣∣∣

∫ A

a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ 6M, y ∈ [c, d],

则
∫ +∞
a

f(x, y)g(x, y)dx 在 [c, d] 上一致收敛.
Abel 判别法 如果

(i) g(x, y) 关于 x 单调, 且对关于 x > a, y ∈ [c, d] 一致有界;
(ii)

∫ +∞
a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]一致收敛;则
∫ +∞
a

f(x, y)g(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]

一致收敛.
关于参变量积分所确定的函数

φ(y) =

∫ +∞

a

f(x, y)dx

有如下与一致收敛密切相关的性质:
如果 f(x, y) 在 x > a, c 6 y 6 d 上连续, 积分

∫ +∞
a

f(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致

收敛, 则有
连续性 φ(y) 在 [c, d] 上连续;
积分可换序性 ∫ +∞

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =

∫ d

c

dy

∫ +∞

a

f(x, y)dx;
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可微性 如果 f(x, y)及 f ′y(x, y)均在 x > a, c 6 y 6 d上连续,积分
∫ +∞
a

f(x, y)dx

关于 y ∈ [c, d] 存在, 而积分
∫ +∞
a

f ′y(x, y)dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛, 则 φ(y) 在 [c, d]

上可微, 且
φ′(y) =

∫ +∞

a

f ′y(x, y)dx, y ∈ [c, d].

本章的某些反例还要用到 Lebesgue 测度的基础知识, 读者可参看 [4], [12] 或 [18].

问 题

1. 计算积分
∫∫
D
| sin(x− y)|dσ, 其中 D : 0 6 x 6 y 6 2π.

解 如图 8–1 所示, 将 D 分成 D1 与 D2. 在 D1 上, 0 6 y − x 6 π, 故

| sin(x− y)| = sin(y − x).

图 8–1

在 D2 上, π 6 y − x 6 2π, 故

| sin(x− y)| = − sin(y − x).

于是 ∫∫
D

| sin(x− y)|dσ =

∫∫
D1

| sin(x− y)|dσ +

∫∫
D2

| sin(x− y)|dσ

=

∫∫
D1

sin(y − x)dσ −
∫∫
D2

sin(y − x)dσ

=

∫ π

0

dx

∫ x+π

x

sin(y − x)dy +

∫ 2π

π

dx

∫ 2π

x

sin(y − x)dy

−
∫ π

0

dx

∫ 2π

x+π

sin(y − x)dy = 4π.
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2. 计算积分
∫∫

[0,1]×[0,1]
(x+ y)sgn(x− y)dxdy.

解 ∫∫
[0,1]×[0,1]

(x+ y)sgn(x− y)dxdy

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

x

−(x+ y)dy +

∫ 1

0

dx

∫ x

0

(x+ y)dy

=

∫ 1

0

(
3

2
x2 − x− 1

2

)
dx+

∫ 1

0

(
x2 +

1

2
x2
)
dx

=

∫ 1

0

(
3x2 − x− 1

2

)
dx = 0.

3. 设函数 f 与 g 都是 [a, b] 上递增的连续函数, 且都不是常值函数. 证明

(b− a)

∫ b

a

f(x)g(x)dx >

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx.

证

S = (b− a)

∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

a

g(y)dy

∫ b

a

f(x)dx

=

∫ b

a

dy

∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

a

dy

∫ b

a

f(x)g(y)dx

=

∫ b

a

∫ b

a

f(x)[g(x)− g(y)]dxdy.

交换 x 与 y 的位置得

S =

∫ b

a

∫ b

a

f(y)[g(y)− g(x)]dxdy.

所以

2S =

∫ b

a

∫ b

a

[f(x)− f(y)][g(x)− g(y)]dxdy.

因 f 与 g 都是递增的连续函数, 故

[f(x)− f(y)][g(x)− g(y)] > 0.

又因为 f 与 g 都不是常值函数, 所以∫ b

a

∫ b

a

[f(x)− f(y)][g(x)− g(y)]dxdy > 0,

即 S > 0, 从而

(b− a)

∫ b

a

f(x)g(x)dx >

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx.
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4. 设 f 在区间 [a, b] 上连续且恒大于零. 证明∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

1

f(x)
dx > (b− a)2.

证 因为 ∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

1

f(x)
dx =

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

1

f(y)
dy

=

∫∫
D

f(x)

f(y)
dσ =

∫∫
D

f(y)

f(x)
dσ,

其中 D : a 6 x 6 b, a 6 y 6 b, 所以

2

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

1

f(x)
dx =

∫∫
D

f(x)

f(y)
dxdy +

∫∫
D

f(y)

f(x)
dxdy

=

∫∫
D

f2(x) + f2(y)

f(x)f(y)
dxdy >

∫∫
D

2f(x)f(y)

f(x)f(y)
dxdy

= 2(b− a)2,

即 ∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

1

f(x)
dx > (b− a)2.

5. 设 f 是区间 [a, b] 上的连续函数. 证明∫∫
a6x6b
a6y6b

ef(x)−f(y)dxdy > (b− a)2.

证 由于对任意实数 u, 皆有

eu > 1 + u,

因而 ∫∫
a6x6b
a6y6b

ef(x)−f(y)dxdy >
∫∫

a6x6b
a6y6b

[1 + f(x)− f(y)]dxdy

= (b− a)2 +

∫∫
a6x6b
a6y6b

f(x)dxdy −
∫∫

a6x6b
a6y6b

f(y)dxdy

= (b− a)2.

注 本题也可由上题的结果直接推出.
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6. 证明函数方程
f(x, y) = 1 +

∫ x

0

∫ y

0

f(u, v)dudv

至多有一个在 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 上连续的解.

证 (反证法) 设在 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 上有两个连续的解 h1 与 h2. 令

h = h1 − h2, 则 h 必满足齐次方程

h(x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

h(u, v)dudv. (1)

任取 p(0 < p < 1), 令 Mp = max 06x6p
06y6p

h(x, y), 则由 h 的连续性及 (1) 式得到

Mp = h(xp, yp) 6Mpxpyp 6Mpp
2.

于是,对于使得 0 < p < 1的所有 p有Mp 6 0.因 h连续,故对于 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1,

有 h(x, y) 6 0. 用一个对称的讨论, 有 h(x, y) > 0. 由此可见, h(x, y) = 0, 故 h1 = h2.

7. 设 f 在区间 [0, 1] 上具有连续的导数,

εn =

∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
.

求 limn→∞ nεn.

解

εn =
n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x)dx− 1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)

=
n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

[
f(x)− f

(
i

n

)]
dx

= −
n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

(∫ i
n

x

f ′(t)dt

)
dx.

交换积分次序, 得

εn = −
n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f ′(t)dt

∫ t

i−1
n

dx

= −
n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

(
t− i− 1

n

)
f ′(t)dt.

在上述积分中, 函数
(
t− i−1

n

)
不变号, 因而由积分中值定理知有 ξi,

i−1
n 6 ξi 6 i

n , 使∫ i
n

i−1
n

(
t− i− 1

n

)
f ′(t)dt = f ′(ξi)

∫ i
n

i−1
n

(
t− i− 1

n

)
dt

= f ′(ξi)
1

2n2
.
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于是, nεn = −n
∑n
i=1 f

′(ξi)
1

2n2 = −1
2

∑n
i=1 f

′(ξi)
1
n . 因 f ′ 在 [0, 1] 上连续, 当然可积,

因而有

lim
n→∞

nεn = −1

2

∫ 1

0

f ′(x)dx = −1

2
[f(1)− f(0)]

8. 设 I =
∫∫∫

Ω
(x+ y − z + 10)dv, 其中 Ω 是球体: x2 + y2 + z2 6 3. 证明

28
√
3π 6 I 6 52

√
3π.

证 令 f(x, y, z) = x+ y − z + 10, 则 ∂f
∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z 均不为零, 故 f 的极值必定出现

在 Ω 的边界上, 换言之, 需求 f 在曲面 x2 + y2 + z2 = 3 上的条件极值, 设

F (x, y, z) = (x+ y − z + 10) + λ(x2 + y2 + z2 − 3),

并令 ∂F
∂x = ∂F

∂y = ∂F
∂z = 0, 得

1 + 2λx = 0, 1 + 2λy = 0, −1 + 2λz = 0,

故 x = − 1
2λ , y = − 1

2λ , z =
1
2λ . 代入方程 x2 + y2 + z2 = 3, 得到 λ = ± 1

2 . 于是
x1 = −1,

y1 = −1,

z1 = 1;


x2 = 1,

y2 = 1,

z2 = −1.

显然, f(−1,−1, 1) = 7 是最小值, f(1, 1,−1) = 13 是最大值, 从而

7 6 f(x, y, z) 6 13.

另一方面, 球体 Ω : x2 + y2 + z2 6 3 的体积为 V = 4
√
3π, 故

7 · 4
√
3π 6

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dv 6 13 · 4
√
3π,

即

28
√
3π 6 I 6 52

√
3π.

9. 设 a > 0, b > 0. 证明∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(a2x2 + b2y2)dxdy =
π

4ab

∫ +∞

0

f(x)dx.

证 作代换 x = 1
ar cos θ, y = 1

b r sin θ, 积分限 r 从 0 到 +∞, θ 从 0 到 π
2 , 于是∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(a2x2 + b2y2)dxdy =
1

ab

∫ π
2

0

dθ

∫ +∞

0

f(r2)rdr

=
π

4ab

∫ +∞

0

f(r2)dr2 =
π

4ab

∫ +∞

0

f(x)dx.
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10. 计算积分
∫ +∞
0

e−x
2

dx.

解 设区域 DR : x > 0, y > 0, x2 + y2 6 R2, 则有

IR =

∫∫
DR

e−x
2−y2dxdy =

∫ π
2

0

dθ

∫ R

0

e−r
2

rdr =
π

4
(1− e−R

2

).

因为 (∫ +∞

0

e−x
2

dx

)2

=

∫ +∞

0

e−x
2

dx

∫ +∞

0

e−y
2

dy

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−x
2−y2dxdy = lim

R→+∞
IR =

π

4
,

所以 ∫ +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.

11. 讨论广义积分
∫∫
D

dxdy√
(x2+y2)α

的收敛性, 其中 α > 0, D : x2 + y2 6 R2.

解 用极坐标, 得∫∫
D

dxdy√
(x2 + y2)α

= lim
ε→0+

∫ 2π

0

dθ

∫ R

ε

r

rα
dr = 2π lim

ε→0+

∫ R

ε

1

rα−1
dr.

当 0 < α < 2 时, limε→0+

∫ R
ε

dr
rα−1 = R2−α

2−α .

当 α > 2 时, limε→0+

∫ R
ε

dr
rα−1 = ∞.

故原广义积分当 0 < α < 2 时收敛, 当 α > 2 时发散.

12. 能否找出一个 α 值, 使广义积分

I =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dxdy

(
√
x2 + y2)α

收敛?

解 用极坐标, 则

I =

∫ 2π

0

dθ

∫ +∞

0

ρ

ρα
dρ = 2π

∫ +∞

0

dρ

ρα−1

= 2π

(∫ 1

0

dρ

ρα−1
+

∫ +∞

1

dρ

ρα−1

)
.

为使广义积分 I 收敛, 必须
∫ 1

0
dρ
ρα−1 与

∫ +∞
1

dρ
ρα−1 都收敛. 第一个积分收敛的充要条件

为 α− 1 < 1, 而第二个积分收敛的充要条件为 α− 1 > 1. 因这两种条件不可能同时成

立, 故无论 α 为何值, 所给的广义积分都不收敛.
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13. 设函数 f(u) 具有连续的导函数, 求

I = lim
t→0

1

πt4

∫∫∫
x2+y2+z26t2

f(
√
x2 + y2 + z2)dxdydz.

解 应用球坐标, 则得 ∫∫∫
x2+y2+z26t2

f(
√
x2 + y2 + z2)dxdydz

=

∫ t

0

dr

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

f(r)r2 sin θdθ

= 4π

∫ t

0

r2f(r)dr.

因此

I = lim
t→0

4

t4

∫ t

0

r2f(r)dr

= lim
t→0

4

4t3
t2f(t) = lim

t→0

f(t)

t
.

如果 f(0) = 0, 则所求极限为 f ′(0); 如果 f(0) ̸= 0, 则极限为 ∞.

14. 证明
lim

R→+∞

∫∫
|x|6R
|y|6R

(x2 + y2)e−(x2+y2)dxdy = π.

证 记

IR =

∫∫
|x|6R
|y|6R

(x2 + y2)e−(x2+y2)dxdy,

I ′R =

∫∫
x2+y26R2

(x2 + y2)e−(x2+y2)dxdy,

则有

I ′R 6 IR 6 I ′2R.

注意

I ′R =

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

r3e−r
2

dr = π

∫ R2

0

te−tdt

= π(1− e−R −R2e−R) → π (R→ +∞),

故命题得证.
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15. 设函数 f 在闭区间 [a,A] 上连续, 证明

lim
h→0

1

h

∫ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = f(x)− f(a).

证 因 f 在 [a,A] 上连续, 故 f 在 [a,A] 上存在原函数 F. 于是

lim
h→0

1

h

∫ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt

= lim
h→0

1

h
[F (x+ h)− F (a+ h)− F (x) + F (a)]

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
− lim
h→0

F (a+ h)− F (a)

h

= F ′(x)− F ′(a) = f(x)− f(a).

16. 计算积分
∫ π
0
ln(1− 2a cosx+ a2)dx.

解 设 I(a) =
∫ π
0
ln(1− 2a cosx+ a2)dx. 当 |a| < 1 时, 因

1− 2a cosx+ a2 > 1− 2|a|+ a2 = (1− |a|)2 > 0,

故 ln(1− 2a cosx+ a2) 为连续函数且有连续的导数, 从而可在积分号下求导数, 将 I(a)

对 a 求导数, 得

I ′(a) =

∫ π

0

−2 cosx+ 2a

1− 2a cosx+ a2
dx

=
1

a

∫ π

0

(
1 +

a2 − 1

1− 2a cosx+ a2

)
dx

=
π

a
− 1− a2

a

∫ π

0

dx

(1 + a2)− 2a cosx

=
π

a
− 1− a2

a(1 + a2)

∫ π

0

dx

1 +

(
−2a

1 + a2

)
cosx

=
π

a
− 2

a
arctan

(
1 + a

1− a
tan x

2

) ∣∣∣∣π
0

=
π

a
− 2

a
· π
2
= 0.

于是, 当 |a| < 1 时, I(a) = C (常数). 但 I(0) = 0, 故 C = 0, 从而 I(a) = 0.

当 |a| > 1 时, 令 b = 1
a , 则 |b| < 1, 并有 I(b) = 0. 于是, 我们有

I(a) =

∫ π

0

ln
(
b2 − 2b cosx+ 1

b2

)
dx

= I(b)− 2π ln |b| = 2π ln |a|.

当 |a| = 1 时,

I(1) =

∫ π

0

(
ln 4 + 2 ln sin x

2

)
dx = 2π ln 2 + 4

∫ π
2

0

ln sin tdt

= 2π ln 2 + 4
(
−π
2
ln 2
)
= 0.
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同理可求得 I(−1) = 0.

综上所述, 得到∫ π

0

ln(1− 2a cosx+ a2)dx =

{
0, |a| 6 1,

2π ln |a|, |a| > 1.

17. 研究函数 F (y) =
∫ 1

0
yf(x)
x2+y2 dx 的连续性, 其中 f 是闭区间 [0, 1] 上的正值连续

函数.

解 当 y ̸= 0 时, 被积函数是连续的, 因此, F 在 y ̸= 0 处是连续的.
又, F (0) = 0. 现考察 y > 0, 并设 m 为 f 在 [0, 1] 上的最小值, 则 m > 0. 由于

F (y) > m

∫ 1

0

y

x2 + y2
dx = m arctan 1

y

及

lim
y→0+

arctan 1

y
=
π

2
,

因而

lim
y→0+

F (y) > mπ

2
> 0,

可见 F 在 y = 0 处不连续.

18. 设 φ(t) =
∫ 1

0
ln
√
x2 + t2dx (0 6 t 6 1). 求 φ′(0).

解 因 ln
√
x2 + t2 和 ∂

∂t ln
√
x2 + t2 = t

x2+t2 在 (0, 0) 处不连续, 故不能用积分号
下对 t 求导数的方法来求 φ′(0), 而应如下求出 φ′(0) :

φ(0) =

∫ 1

0

lnxdx = −1,

φ(t) = ln
√
1 + t2 −

∫ 1

0

x2

x2 + t2
dx

= ln
√
1 + t2 +

∫ 1

0

dx

1 +
(x
t

)2 − 1

= ln
√
1 + t2 − 1 + t arctan 1

t
, 当 t > 0 时.

因此
φ(t)− φ(0)

t
=

1

t
ln
√
1 + t2 + arctan 1

t
→ π

2
(t→ 0+),

即 φ′(0) = π
2 .

19. 研究积分 I(a) =
∫ 1

0
sin ax√
|x−a|

dx 在 [0, 1] 上的一致收敛性.
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解 令

I(a) =

∫ a

0

sin ax√
|x− a|

dx+

∫ 1

a

sin ax√
|x− a|

dx

= I1 + I2.

考察两个积分:∫ a+η

a

| sin ax|√
x− a

dx (0 6 a 6 1− η) 及
∫ 1

a

| sin ax|√
x− a

dx (1− η 6 a 6 1).

做代换 y = x− a, 则这两个积分分别化为∫ η

0

| sin a(a+ y)|
√
y

dy (0 6 a 6 1− η)

及 ∫ 1−a

0

| sin a(a+ y)|
√
y

dy (1− η 6 a 6 1).

这两个含参变量的积分均以积分
∫ 1

0
1√
ydy 为优积分, 故 I2 在 [0, 1] 上一致收敛.

类似地, 第一项积分也一致收敛.
综上所述, 原积分在 [0, 1] 上一致收敛.

20. 应用积分号下的积分法, 求下列积分:

I =

∫ 1

0

sin
(
ln 1

x

)
xb − xa

lnx dx (b > a > 0).

解

I =

∫ 1

0

sin
(
ln 1

x

)
dx

∫ b

a

xydy

=

∫ b

a

dy

∫ 1

0

sin
(
ln 1

x

)
xydx.

这里, 当 x = 0 时, sin
(
ln 1

x

)
xy 理解为零, 从而 sin

(
ln 1

x

)
xy 在 0 6 x 6 1, a 6 y 6 b

上连续, 故可交换积分次序.
做代换 x = e−t, 可得∫ 1

0

sin
(
ln 1

x

)
xydx =

∫ +∞

0

e−(y+1)t sin tdt

=
1

1 + (1 + y)2
[−(y + 1) sin t− cos t]e−(y+1)t

∣∣∣∣+∞

0

=
1

1 + (1 + y)2
.
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于是, 得到

I =

∫ b

a

dy

1 + (1 + y)2
= arctan(1 + y)

∣∣∣∣b
a

= arctan(1 + b)− arctan(1 + a).

21. 证明: 积分
I =

∫ +∞

0

αe−αxdx

(i) 在任何区间 0 < a 6 α 6 b 上一致收敛; (ii) 在区间 0 6 α 6 b 上不一致收敛.

证 当 α = 0 时,
∫ +∞
0

αe−αxdx = 0; 当 α > 0 时,
∫ +∞
0

αe−αxdx = 1. 因此, 积分
I 对每一定值 α > 0 是收敛的.

(i) 如果 0 < a 6 α 6 b, 则因

0 <

∫ +∞

A

αe−αxdx = e−αA 6 e−aA,

故对任给 ε > 0, 存在不依赖于 α 的数 A0 = 1
a ln 1

ε , 使当 A > A0 时就有∫ +∞

A

αe−αxdx < e−aA0 = ε.

于是, 积分 I 在区间 0 < a 6 α 6 b 上一致收敛.
(ii) 如果 0 6 α 6 b, 则不存在这样的数 A0. 事实上, 取 0 < ε < 1 就办不到. 由于

当 α→ 0+ 时, e−αA → 1, 故对于足够小的 α 值, e−αA 就比任意一个小于 1 的数 ε 为

大. 因此, 在区间 0 6 α 6 b 上, 积分 I 对 α 的收敛就不是一致的.

22. 证明: 积分
I =

∫ +∞

0

sinαx
x

dx

(i) 在每一个不含数值 α = 0 的闭区间 [a, b] 上一致收敛; (ii) 在含 α = 0 的每一个闭区

间 [a, b] 上不一致收敛.

证 不失一般性, 我们只考虑 α 的正值.
(i) 由于积分 ∫ +∞

0

sin z
z

dz =
π

2

是收敛的, 故对于任给的 ε > 0, 存在数 A0, 使当 A > A0 时, 便有∣∣∣∣∫ +∞

A

sin z
z

dz

∣∣∣∣ < ε.

当 α > 0 时, 由于 ∫ +∞

A

sinαx
x

dx =

∫ +∞

Aα

sin z
z

dz,
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故取 A > A0

a , 对 α > a > 0, 就有∣∣∣∣∫ +∞

A

sinαx
x

dx

∣∣∣∣ < ε.

于是, 在区间 0 < a 6 α 6 b 上, 积分 I 是一致收敛的.
(ii) 对于任意的正数 A, 当 α→ 0+ 时,∫ +∞

A

sinαx
x

dx =

∫ +∞

Aα

sin z
z

dz

→
∫ +∞

0

sin z
z

dz =
π

2
.

因此, 当 α > 0 且充分小时, 就有∫ +∞

A

sinαx
x

dx >
π

4
,

故积分 I 在区间 0 6 α 6 b (b > 0) 上不一致收敛.

23. 设 (i) f 在 [a,+∞) 上连续, 且积分
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛; (ii) φ(x, y) 在 a 6 x <

+∞, α 6 y 6 β 上有界; (iii) 对每一固定的 y (α 6 y 6 β), φ(x, y) 是 x 的单调连续函

数. 证明积分
I =

∫ +∞

0

f(x)φ(x, y)dx

在 α 6 y 6 β 上一致收敛.

证 据条件 (i), 存在 A > 0, 当 A1, A2 > A 时, 就有∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

任取 y ∈ [α, β], 由 φ(x, y) 对 x 的单调性以及 f(x) 的连续性, 应用积分第二中值定理,
有 ∣∣∣∣∣

∫ A2

A1

f(x)φ(x, y)dx

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣φ(A1, y)

∫ ξ

A1

f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣φ(A2, y)

∫ A2

ξ

f(x)dx

∣∣∣∣∣
(A1 6 ξ 6 A2). (1)

又, φ(x, y) 在 a 6 x < +∞, α 6 y 6 β 上有界, 故有 M 使得对任意 a 6 x < +∞, α 6
y 6 β, 有

|φ(x, y)| 6M.

于是由 (1) 可知, 对任意 y ∈ [α, β], 都有∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f(x)φ(x, y)dx

∣∣∣∣∣ 6 2Mε.

因此, 积分 I 在 α 6 y 6 β 上一致收敛.
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24. 设 I(a) =
∫ +∞
0

e−ax sin x
x dx, 其中 0 6 a 6 b. (i) 证明 I(a) 在 [0, b] 上一致收敛;

(ii) 求 I(a) 及 I(0) 的值.

证 (i) 因 lim
x→0+

sin x
x e−ax = 1, 故 x = 0 不是奇点. 由于∣∣∣∣∣

∫ A

0

sinxdx
∣∣∣∣∣ = |1− cosA| 6 2,

且当 0 6 a 6 b 时, e−ax

x 在 x > 0 时关于 x 递减, 又由于 0 < e−ax

x < 1
x (0 6 a 6 b), 故

e−ax

x 关于 a (0 6 a 6 b) 一致地趋于 0. 于是, 由 Dirichlet 判别法知积分

I(a) =

∫ +∞

0

e−ax
sinx
x

dx

在 [0, b] 上一致收敛.
(ii) 因被积函数 e−ax sin x

x 及其对 a 的偏导数在 x > 0 时是连续的, 又∫ +∞

0

∂

∂a

(
e−ax

sinx
x

)
dx = −

∫ +∞

0

e−ax sinxdx

= − 1

a2 + 1
,

且因 |e−a0x sinx| 6 e−a0x, 而
∫ +∞
0

e−a0xdx (a0 > 0) 收敛, 故积分
∫ +∞
0

e−ax sinxdx
当 a > a0 > 0 时一致收敛. 因此, 当 a > a0 时可在积分号下求导数:

I ′(a) =

∫ +∞

0

∂

∂a

(
e−ax

sinx
x

)
dx = − 1

a2 + 1
.

由 a0 > 0 的任意性可知上式对一切 a > 0 都成立. 两端对 a 积分得

I(a) = −
∫

da

a2 + 1
= − arctan a+ C (a > 0).

因
∣∣ sin x
x

∣∣ 6 1, 故

|I(a)| 6
∫ +∞

0

e−axdx =
1

a
(a > 0),

所以

lim
a→+∞

I(a) = 0,

即

lim
a→+∞

(− arctan a+ C) = −π
2
+ C = 0,

因而 C = π
2 . 于是, I(a) = π

2 − arctan a.
前面已经证明, I(a) 在 [0, b] 上一致收敛, 故 I(a) 是 [0, b] 上的连续函数, 因此,

lim
a→0

I(a) = I(0),
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即

I(0) = lim
a→0

(π
2
− arctan a

)
=
π

2
.

25. 计算积分 ∫ +∞

0

e−αx
2 − e−βx

2

x
dx (α > 0, β > 0).

解 设 α < β, 显然有

e−αx
2 − e−βx

2

x
=

∫ β

α

xe−yx
2

dy.

注意到当 α 6 y 6 β 时, 0 < xe−yx
2 6 xe−αx

2

, 而广义积分
∫ +∞
0

xe−αx
2

dx 收

敛, 因而参变量积分
∫ +∞
0

xe−yx
2

dx 关于 y 在 [α, β] 上一致收敛. 又因 xe−yx
2

在

0 6 x < +∞, α 6 y 6 β 上连续, 故可交换积分次序. 因而∫ +∞

0

e−αx
2 − e−βx

2

x
dx =

∫ +∞

0

dx

∫ β

α

xe−yx
2

dy

=

∫ β

α

dy

∫ +∞

0

xe−yx
2

dx =

∫ β

α

1

2y
dy =

1

2
ln β
α
.

26. 设函数 f 在任意有界区间上可积, 并且 lim
x→+∞

f(x) = α. 证明:

lim
σ→0+

σ

∫ +∞

0

e−σxf(x)dx = α. (1)

证 据条件, 存在正数 L 与 A0, 当 x > A0 时, |f(x)| 6 L. 由于∣∣∣∣∣
∫ A0

0

e−σxf(x)dx

∣∣∣∣∣ 6
∫ A0

0

|f(x)|dx,∣∣∣∣∫ +∞

A0

e−σxf(x)dx

∣∣∣∣ 6 L

∫ +∞

A0

e−σxdx,

故 (1) 式右端的积分收敛.
任给 ε > 0, 存在正数 A, 当 x > A 时,

|f(x)− α| < ε.

又因 σ
∫ +∞
0

e−σxdx = 1, 故

σ

∫ +∞

0

e−σxf(x)dx− α = σ

∫ +∞

0

e−σx[f(x)− α]dx

= σ

(∫ A

0

+

∫ +∞

A

)
e−σx[f(x)− α]dx. (2)
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对 (2) 式第二项积分, 估值如下:∣∣∣∣σ ∫ +∞

A

e−σx[f(x)− α]dx

∣∣∣∣ < εσ

∫ +∞

A

e−σxdx

< εσ

∫ +∞

0

e−σxdx = ε. (3)

不失一般性, 设只有一个奇点 x = 0. 可以选取 η > 0, 使得∫ η

0

|f(x)|dx < ε.

由于 f 在 [η,A] 上常义可积, 故有界, 即存在常数 M, 使得

|f(x)| 6M (η 6 x 6 A).

现在可对 (2) 式中的第一项积分估值:∣∣∣∣∣σ
∫ A

0

e−σx[f(x)− α]dx

∣∣∣∣∣ 6 σ

∫ A

0

e−σx|f(x)|dx+ σ

∫ A

0

e−σx|α|dx

6 σ

[∫ η

0

e−σx|f(x)|dx+

∫ A

η

e−σx|f(x)|dx

]
+ |α|(1− e−σA)

< σε+M(e−ση − e−σA) + |α|(1− e−σA). (4)

由 (3), (4) 两式可知存在 δ > 0, 使当 σ < δ 时, 就有∣∣∣∣σ ∫ +∞

0

e−σx[f(x)− α]dx

∣∣∣∣ < 4ε.

因此

lim
σ→0+

σ

∫ +∞

0

e−σxf(x)dx = α.

27. 设 f 在 (0,+∞) 的任何闭子区间 [δ,R] 上可积, 且
∫ +∞
0

f(x)dx 收敛. 证明:

lim
y→0+

∫ +∞

0

e−xyf(x)dx =

∫ +∞

0

f(x)dx.

证 因
∫ +∞
0

f(x)dx 收敛, e−xy 关于 x 单调且关于 x, y 一致有界, 故由 Abel 判别
法知积分 ∫ +∞

0

e−xyf(x)dx

关于 y > 0 一致收敛. 因此, 对任给 ε > 0, 存在 0 < δ < A < +∞, 使对任意 y > 0, 有∣∣∣∣∣
∫ δ

0

e−xyf(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∫ +∞

A

e−xyf(x)dx

∣∣∣∣ < ε.
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对此固定的 δ > 0, A > 0, 因 f 在 [δ,A] 上可积, 故可设 |f(x)| 6M. 又当 x ∈ [δ,A] 时,

0 6 1− e−xy 6 xy 6 Ay → 0 (y → 0+),

故存在 δ1 > 0, 当 0 < y < δ1 时,

0 6 1− e−xy <
ε

MA
(x ∈ [δ,A]),∣∣∣∣∫ +∞

0

f(x)dx−
∫ +∞

0

e−xyf(x)dx

∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣
∫ A

δ

(1− e−xy)f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ δ

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ δ

0

e−xyf(x)dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

A

e−xyf(x)dx

∣∣∣∣ < ε+ 4ε = 5ε.

因此

lim
y→0+

∫ +∞

0

e−xyf(x)dx =

∫ +∞

0

f(x)dx.

28. 设 f 在 (−∞,+∞) 上连续有界. 令

I =

∫ +∞

−∞

yf(t)

(x− t)2 + y2
dt (y > 0).

证明 (i) 对任意 x, I 绝对收敛.
(ii) limy→0+

y
π

∫ +∞
−∞

f(t)
(x−t)2+y2 dt = f(x).

证 (i) 设 |f(x)| 6M, 因 ∣∣∣∣yf(t+ x)

t2 + y2

∣∣∣∣ 6 yM

t2 + y2
,

而积分
∫ +∞
−∞

y
t2+y2 dt 收敛, 故积分

∫ +∞
−∞

yf(t+x)
t2+y2 dt 绝对收敛. 而∫ +∞

−∞

yf(t+ x)

t2 + y2
dt =

∫ +∞

−∞

yf(t)

(x− t)2 + y2
dt,

故对任意 x, I 都绝对收敛.
(ii) 任取 x0 ∈ (−∞,+∞), 由于

y

π

∫ +∞

−∞

dt

(x0 − t)2 + y2
=
y

π

∫ +∞

−∞

dt

t2 + y2
= 1,

故有∣∣∣∣ yπ
∫ +∞

−∞

f(t)

(x0−t)2+y2
dt−f(x0)

∣∣∣∣ = y

π

∣∣∣∣∫ +∞

−∞

f(t)− f(x0)

(x0 − t)2 + y2
dt

∣∣∣∣
6 y

π

(∫ +∞

x0+
√
y

+

∫ x0+
√
y

x0−
√
y

+

∫ x0−
√
y

−∞

)
|f(t)−f(x0)|
(x0 − t)2+y2

dt

= I1 + I2 + I3.
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对任给的 ε > 0, 因 f 连续, 故有 δ > 0, 使当 |t| < δ 时,

|f(x0 + t)− f(x0)| < ε.

因而当
√
y < η = min

{
δ
2 ,

επ
2M

}
时, 便有

I2 =
y

π

∫ √
y

−√
y

|f(x0 + t)− f(x0)|
t2 + y2

dt < ε.

对于 I1, 我们有

I1 6 2My

π

∫ +∞

√
y

dt

t2 + y2
6 2My

π

∫ +∞

√
y

dt

t2

=
2M

√
y

π
< ε.

对于 I3 也有类似的估计式. 因此, 当 0 < y < η2 时,∣∣∣∣ yπ
∫ +∞

−∞

f(t)

(x0 − t)2 + y2
dt− f(x0)

∣∣∣∣ < 3ε.

由于 x0 ∈ (−∞,+∞) 是任取的, 故

lim
y→0+

y

π

∫ +∞

−∞

f(t)

(x− t)2 + y2
dt = f(x).

29. 设 f 是区间 [0, A] (A > 0) 上的单调函数. 证明

lim
a→+∞

∫ A

0

f(x)
sinαx
x

dx =
π

2
f(0+).

证 不妨设 f 递增, 则

lim
x→0+

f(x) = f(0+).

因此对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使

0 6 f(δ)− f(0+) < ε.

我们注意 ∫ +∞

0

sinαx
x

dx =

∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

2
,
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于是由积分第二中值定理, 得到∣∣∣∣∣
∫ A

0

f(x)
sinαx
x

dx− π

2
f(0+)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ A

0

[f(x)− f(0+)]
sinαx
x

dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(∫ δ

0

+

∫ A

δ

)
[f(x)− f(0+)]

sinαx
x

dx

∣∣∣∣∣
6 [f(δ)− f(0+)]

∣∣∣∣∣
∫ δ

ξ1

sinαx
x

dx

∣∣∣∣∣
+[f(A)− f(0+)]

∣∣∣∣∣
∫ A

ξ2

sinαx
x

dx

∣∣∣∣∣
6 ε

∣∣∣∣∣
∫ αδ

αξ1

sinx
x

dx

∣∣∣∣∣+ [f(A)− f(0+)]

∣∣∣∣∣
∫ αA

αξ2

sinx
x

dx

∣∣∣∣∣ ,
其中 ξ1 ∈ [0, δ], ξ2 ∈ [δ,A]. 由

∫ +∞
0

sin x
x dx 收敛, 可知连续函数

g(u) =

∫ u

0

sinx
x

dx

在 [0,+∞) 上有界, 设 |g(u)| 6M. 又由 Cauchy 准则, 存在 n0, 当 A′′ > A′ > n0 时,∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′

sinx
x

dx

∣∣∣∣∣ < ε.

这样一来, 当 α > n0

δ 时, 便有∣∣∣∣∣
∫ A

0

[f(x)− f(0+)]
sinαx
x

dx

∣∣∣∣∣ 6 2Mε+ [f(A)− f(0+)]ε,

故

lim
α→+∞

∫ A

0

f(x)
sinαx
x

dx =
π

2
f(0+).

30. 设 f 在 (0,+∞) 上绝对可积. 证明

lim
n→∞

∫ +∞

0

f(x) sinnxdx = 0.

证 因 f 在 (0,+∞) 上绝对可积, 故对任给 ε > 0, 存在 A > 0, 使得∫ +∞

A

|f(x)|dx < ε

3
.

于是 ∣∣∣∣∫ +∞

0

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣
∫ A

0

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣∣+ ε

3
.
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先设 f 在 (0, A] 中无奇点. 在 (0, A] 中插入分点

0 = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = A,

并设 f 在 [tk−1, tk] 上的下确界为 mk, 则有∫ A

0

f(x) sinnxdx =
m∑
k=1

∫ tk

tk−1

f(x) sinnxdx

=
m∑
k=1

∫ tk

tk−1

[f(x)−mk] sinnxdx+
m∑
k=1

mk

∫ tk

tk−1

sinnxdx,

从而又有 ∣∣∣∣∣
∫ A

0

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣∣ 6

m∑
k=1

ωk∆tk +
m∑
k=1

|mk|
| cosntk−1 − cosntk|

n

6
m∑
k=1

ωk∆tk +
2

n

m∑
k=1

|mk|,

其中 ωk 为 f 在 [tk−1, tk] 上的振幅, ∆tk = tk − tk−1.

由于 f 在 (0, A] 上可积, 故可取某一分划, 使得∣∣∣∣∣
m∑
k=1

ωk∆tk

∣∣∣∣∣ < ε

3
.

对于这样的固定分划,
∑m
k=1 |mk| 为一定值, 因而存在 n0, 当 n > n0 时, 恒有

2

n

m∑
k=1

|mk| <
ε

3
.

于是, 对上述所选取的 n0, 当 n > n0 时,∣∣∣∣∫ +∞

0

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣
∫ A

0

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣

6
m∑
k=1

ωk∆tk +
2

n

m∑
k=1

|mk|+
∫ +∞

A

|f(x)|dx

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

即

lim
n→∞

∫ +∞

0

f(x) sinnxdx = 0.

其次, 设 f 在 (0, A] 中有奇点. 为简便起见, 不妨设只有一个奇点, 且为 x = 0. 于

是, 对任给 ε > 0, 存在 η > 0, 使得∫ η

0

|f(x)|dx < ε

3
.
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由于 f 在 [η,A] 上无奇点, 故应用上述结果可知存在 n0, 使当 n > n0 时, 恒有∣∣∣∣∣
∫ A

η

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣∣ < ε

3
.

于是, 当 n > n0 时, 有∣∣∣∣∫ +∞

0

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣ 6 ∫ η

0

|f(x)|dx+

∣∣∣∣∣
∫ A

η

f(x) sinnxdx
∣∣∣∣∣+
∫ +∞

A

|f(x)|dx

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

即

lim
n→∞

∫ +∞

0

f(x) sinnxdx = 0,

31. 设 f 是区间 [0, 1] 上的正值连续函数. 证明极限 limα→0{
∫ 1

0
[f(x)]αdx} 1

α 存在

([22], 1974, p. 171–172).

证 令 F (α) =
∫ 1

0
[f(x)]αdx, 我们将要证明

lim
α→0

lnF (α)
α

=

∫ 1

0

ln f(x)dx,

从而由指数函数的连续性可知

lim
α→0

[F (α)]
1
α = e

∫ 1
0

ln f(x)dx

因 f 在 [0, 1] 上正值且连续, 故存在常数 m,M, 使

0 < m 6 f(x) 6M (0 6 x 6 1)

因此, 对任意 a > 0, 函数 [f(x)]α 和 [f(x)]α ln f(x) 在矩形区域

D = {(x, α) : 0 6 x 6 1,−a 6 α 6 a}

上都是连续的, 从而 F 在 α = 0 可微, 且可积分号下求导数. 令 G(α) = lnF (α), 则
F (0) = 1, G(0) = 0, 且

lim
α→0

G(α)

α
= lim

α→0

G(α)−G(0)

α
= G′(0)

=
F ′(0)

F (0)
=

∫ 1

0

ln f(x)dx.
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反 例

1. 两个累次积分存在而不相等的函数.
设

f(x, y) =


y−2, 0 < x < y < 1,

−x−2, 0 < y < x < 1,

0, [0, 1]× [0, 1] 中的其他的点.

对于 0 < y < 1, 有 ∫ 1

0

f(x, y)dx =

∫ y

0

dx

y2
−
∫ 1

y

dx

x2
= 1,

因而 ∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx = 1.

同样地, 对于 0 < x < 1, 有∫ 1

0

f(x, y)dy = −
∫ x

0

dy

x2
+

∫ 1

x

dy

y2
= −1,

因而 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy = −1.

可见 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy ̸=
∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx.

2. 两个累次积分存在且相等, 但二重积分不存在的函数.
设 x 为一有理数, 则可把它表作 px

qx
, 其中 px 与 qx 是互素的整数且 qx > 0. 今在

正方形 D = [0, 1]× [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =

{
1, (x, y) 为有理点且 qx = qy,

0, 其他情形.

我们先证 f 在 D 上的两个累次积分均存在且相等.
事实上, 对固定的 y ∈ [0, 1]. 当 y 为无理数时, φ(x) = f(x, y) ≡ 0, 从而∫ 1

0

f(x, y)dx = 0.

而当 y 为有理数时, y 可表作 p
q , 而分母等于 q 的有理数不超过 q 个, 所以至多在 q 个

点上, f(x, y) = 1; 而在其他的点上, f(x, y) = 0. 由此可见, φ(x) = f(x, y) 在 [0, 1] 上

可积, 且 ∫ 1

0

f(x, y)dx = 0.
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总之, 对任一 y ∈ [0, 1], 恒有 ∫ 1

0

f(x, y)dx = 0,

从而 ∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx = 0.

同理可证 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy = 0.

为证 f 在 D 上的二重积分不存在, 我们只要证明 f 在 D 上无处连续即可. 为此,
令

G = {(x, y) : (x, y) 为 D 中的有理点且 qx = qy}.

易证, G 在 D 内稠密, 即 D 中任一开矩形 (a, b)× (c, d) 都含有 G 的点, 这里 0 6 a <

b 6 1, 0 6 c < d 6 1. 事实上, 对 x 轴上的区间 [0, 1] 做等分: 2 等分, 3 等分, · · · , n 等
分 · · · , 依正整数列做下去, 则必存在正整数 N1, 使

1

N1
< b− a.

于是, 当 n > N1 时, 对任一 n 等分, 必有一个分点落在 (a, b) 之中. 设此分点为 mn

n ,

即有点集 {mn

n : n = N1, N1 + 1, · · · } 包含于 (a, b) 之中.
同理, 存在正整数 N2, 使 1

N2
< d − c, 当 n > N2 时必有落在 (c, d) 内的分点 rn

n .

于是, { rnn : n = N2, N2 + 1, · · · } 构成 (c, d) 的子集.
取 n0 = max{N1, N2}, 则有{mn

n
: n = n0, n0 + 1, · · ·

}
⊂ (a, b),{rn

n
: n = n0, n0 + 1, · · ·

}
⊂ (c, d).

由于素数是无穷多的, 所以在 n0 之后的正整数中必有素数 q, 而 mq

q ,
rq
q 皆为不可约分

式, 它们分别落在 (a, b) 与 (c, d) 之中, 亦即(
mq

q
,
rq
q

)
∈ (a, b)× (c, d).

因此, G 在 D 中稠密.
若 (x, y) ∈ G, 则 f(x, y) = 1. 由于 (x, y) 的任一邻域都含有 D\G 的点, 在这种点

上, 函数值等于零, 所以 f 在 G 上处处不连续.
若 (x, y) ∈ D\G, 则 f(x, y) = 0. 由于 G 在 D 内稠密, 所以 (x, y) 的任一邻域都

含有 G 的点, 在这种点上, 函数值等于 1, 因而 f 在 D\G 上也处处不连续.
总之, 我们已经证明了 f 在 D 上无处连续, 从而 f 在 D 上并不可积.
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这个例子是由 Pringsneim[67] 做出的.
3. 二重积分存在而两个累次积分都不存在的函数.
设 x 为一有理数, 则将它表作正分母的既约分数后, 分母表示为 qx. 今在正方形

D = [0, 1]× [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =


1

qx
+

1

qy
, x 和 y 都是有理数,

0, 其他情形.

兹证 f 在 D 上是可积的. 为此, 我们先来证明 f 在 D 中任一无理点处连续, 而在
其余点处间断.

事实上, 设 (x0, y0) 为 D 中的任一无理点, 对于任给的 ε > 0, 只有有限个小于或

等于 2
ε 的正整数. 因此, 使得 1

qx
> ε

2 ,
1
qy

> ε
2 的有理数 x = px

qx
, y =

py
qy
只有有限个. 于

是, 存在 x0 (注意, x0 是无理数!) 的 δ-邻域, 使得适合不等式 1
qx

> ε
2 的有理数 x 全在

δ-邻域之外. 同样, 由于 y0 也是无理数, 故存在 y0 的 ξ-邻域, 使得适合不等式 1
qy

> ε
2

的有理数 y 全在 ξ-邻域之外. 因此, 存在 (x0, y0) 的一个 η-邻域, 在这个邻域中, 若
(x, y) 为有理点, 则 1

qx
+ 1

qy
< ε; 若 (x, y) 不是有理点, 则 f(x, y) = 0; 而在 (x0, y0) 处,

f(x0, y0) = 0. 由此可知, 当点 (x, y) 落在 (x0, y0) 的 η-邻域时, 就有

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

于是, f 在 D 中无理点上的连续性得以证明.
设 (x0, y0) 为 D 中的任一有理点, 则

f(x0, y0) =
1

qx0

+
1

qy0
= r > 0 (r 为一定数).

因为 (x0, y0) 的任一 δ-邻域中都含有无理点 (x, y), 在这种点上 f(x, y) = 0, 所以当取

ε(0 < ε < r) 时, 就无法使
|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε

成立. 因此, f 在 D 中的有理点上不连续.
设 (x0, y0) 为 D 中任一其余的点, 即 x0, y0 不全为有理数, 也不全为无理数. 不妨

设 x0 为有理数而 y0 为无理数, 此时 f(x0, y0) = 0. 在 (x0, y0) 的任一 δ-邻域中都有有
理点 (x0, y), 在这种点上, 有

f(x0, y) =
1

qx0

+
1

qy
>

1

qx0

> 0.

于是, 当取 ε (0 < ε < 1
qx0

) 时, 就无法使

|f(x0, y0)− f(x0, y)| < ε
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成立. 因此, f 在 (x0, y0) 处不连续.
现设 I 为 D = [0, 1]× [0, 1] 中的全体无理点所成之集, 而 I1 与 I2 分别为 x 轴上

的区间 [0, 1] 与 y 轴上的区间 [0, 1] 中的全体无理点, 则有

I = I1 × I2.

因 mI = mI1 ×mI2 = 1, 故 m(D\I) = 0, 可见 f 在 D 上的不连续点所成之集其测度

为零. 又, f 在 D 上有界. 因此, f 在 D 上是可积的.
最后, 我们证明 f 在 D 上的两个累次积分都不存在, 从而不能把 f 在 D 上的二重

积分化为累次积分来计算.
我们任意固定 y ∈ [0, 1], 当 y 为有理数时, qy 为一确定的正整数, 且有

f(x, y) =


1

qx
+

1

qy
, x 为有理数,

0, x 为无理数.

易见, φ(x) = f(x, y) 在 [0, 1] 上无处连续, 从而 φ 在 [0, 1] 上不可积, 也就根本谈不上
f 在 D 上的累次积分. 对于固定的 x ∈ [0, 1], 也有同样的结果.

注 我们有如下的命题: 设 f(x, y) 是定义在矩形 D = [a, b]× [c, d] 上的函数, 如果
(i) 二重积分 ∫∫

D

f(x, y)dxdy

存在, (ii) 对每一 x ∈ [a, b], 单积分

I(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy

也存在, 那么累次积分 ∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

同样存在且等式 ∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

成立.
本章反例 2 与反例 3 表明了命题中的条件 (i) 与 (ii) 是互相独立的.

4. 二重积分不存在, 而只有一个累次积分存在的函数.
在 [0, 1]× [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =

{
1, x 为有理数,
2y, x 为无理数.
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于是, 对任一 x ∈ [0, 1], 恒有 ∫ 1

0

f(x, y)dy = 1,

从而 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy = 1.

但是, 对于固定的 y ̸= 1
2 , 函数 φ(x) = f(x, y) 在区间 [0, 1] 上无处连续, 因而 φ(x) 在

[0, 1] 上并不可积, 故累次积分 ∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx

不存在.
又, 不难看出, 当 y ̸= 1

2 且 x 为无理数时, f 在点 (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] 不连续, 而
这种点的全体所成之集其测度为 1, 因而 f 在 [0, 1]× [0, 1] 上并不可积.

5. 二重积分存在，但只有一个累次积分存在的函数.
若 x 为一有理数, 则将它表作正分母的既约分数后, 分母表示为 qx. 在 D =

[0, 1]× [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =


1

qx
, (x, y) 为有理点,

0, 其他情形.

易见, f 在 D 上的不连续点只有可数个, 因而 f 在 D 上可积, 且∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy = 0.

对任意 y ∈ [0, 1], 若 y 为无理数, 则 φ(x) = f(x, y) ≡ 0, 从而∫ 1

0

f(x, y)dx = 0.

若 y 为有理数, 则

φ(x) = f(x, y) =


1

qx
, x 为有理数,

0, x 为无理数.

此时也有 ∫ 1

0

f(x, y)dx = 0.

总之, 对任何 y ∈ [0, 1] 都有
∫ 1

0
f(x, y)dx = 0, 所以得到∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx = 0.
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另一方面, 当 x0 ∈ [0, 1] 且 x0 为有理数时,

ψ(y) = f(x0, y) =


1

qx0

, y 为有理数,

0, y 为无理数.

由于 ψ(y) 在 [0, 1] 上无处连续, 从而它在 [0, 1] 上不可积, 故累次积分∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy

也就不存在.
6. 一个发散的广义二重积分, 它的两个累次积分都存在.
第一例 考虑广义二重积分 ∫∫

D

x− y

(x+ y)3
dxdy,

这里, D = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}. 令 K(ε, ε′) 是图 8–2 所示的闭集合, 它是由
D1, D2 两个部分组成. 计算累次积分, 得到∫ 1

0

{∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dx

}
dy =

∫ 1

0

{∫ 1

0

(
1

(x+ y)2
− 2y

(x+ y)3

)
dx

}
dy

=

∫ 1

0

[
− 1

x+ y
+

y

(x+ y)2

]x=1

x=0

dy

= −
∫ 1

0

dy

(1 + y)2
= −1

2
.

图 8–2

类似地可得 ∫ 1

0

{∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dy

}
dx =

1

2
.
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另一方面,∫∫
K(ε,ε′)

x− y

(x+ y)3
dxdy =

∫∫
D1

x− y

(x+ y)3
dxdy +

∫∫
D2

x− y

(x+ y)3
dxdy,

而 ∫∫
D1

x− y

(x+ y)3
dxdy =

∫ 1

ε

dx

∫ x

0

x− y

(x+ y)3
dy

=

∫ 1

ε

[
− x

(x+ y)2
+

1

x+ y

]y=x
y=0

dx

=

∫ 1

ε

1

4x
dx = −1

4
ln ε;∫∫

D2

x− y

(x+ y)3
dxdy =

∫ 1

ε′
dy

∫ y

0

x− y

(x+ y)3
dx =

1

4
ln ε′.

因此 ∫∫
K(ε,ε′)

x− y

(x+ y)3
dxdy =

1

4
ln ε

′

ε
.

如果 ε = ε′, 当 ε → 0+ 时, 则 K(ε, ε′) 收敛于 D, 且二重积分的极限值为 0; 如果
ε′ = 2ε, 当 ε → 0+ 时, K(ε, 2ε) 收敛于 D, 且二重积分的极限值为 ln 2

4 . 因此, 广义二
重积分 ∫∫

D

x− y

(x+ y)3
dxdy

发散.
第二例 在 D = [1,+∞)× [1,+∞) 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
,

则 ∫ +∞

1

dx

∫ +∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy =

∫ +∞

1

(
y

x2 + y2

)y=+∞

y=1

dx

= −
∫ +∞

1

dx

1 + x2
= −π

4
,∫ +∞

1

dy

∫ +∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx =

∫ +∞

1

dy

1 + y2
=
π

4
.

可见 f 在 D 上的两个累次积分都收敛.
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其次证明广义二重积分 ∫∫
D

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy

发散. 为此, 令 D1 = {(x, y) : 1 6 x 6 b, 1 6 y 6 b}, 当 b→ +∞ 时, D1 趋于 D. 此时

lim
b→+∞

∫∫
D1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy = lim

b→+∞

∫ b

1

dx

∫ b

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

= lim
b→+∞

∫ b

1

(
b

x2 + b2
− 1

x2 + 1

)
dx

= lim
b→+∞

(
2 arctan 1− arctan 1

b
− arctan b

)
= 0.

然后再令 D2 = {(x, y) : 1 6 x 6 2b, 1 6 y 6 b}, 当 b→ +∞ 时, D2 趋于 D. 此时

lim
b→+∞

∫∫
D2

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy = lim

b→+∞

∫ 2b

1

(
b

b2 + x2
− 1

x2 + 1

)
dx

= lim
b→+∞

(
arctan 2− arctan 2b− arctan 1

b
+ arctan 1

)
= arctan 2− π

4
̸= 0.

可见积分 ∫∫
D

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy

发散.
7. 广义二重积分

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)dxdy 存在, 且对每一 x ∈ [0, 1], 积分

∫ 1

0
f(x, y)dy 存

在, 但累次积分
∫ 1

0
dx
∫ 1

0
f(x, y)dy 不存在的函数 f.

在 [0, 1]× [0, 1] 上定义函数 f 如下:

f(x, y) =


2n, x =

2m− 1

2n
, 且 0 < y 6 1

2n
(n = 1, 2, · · · ;m = 1, 2, · · · , 2n−1).

0, 其他情形.

对任意 ε > 0, 在矩形 [0, 1]× [ε, 1] 上, 函数 f 只在有限个直线段上 (即满足 1
2n > ε 的

直线段 x = 2m−1
2n 上) 异于 0, 故 ∫∫

[0,1]×[ε,1]

f(x, y)dxdy = 0.

令 ε→ 0, 就得到 ∫∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy = 0.
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另一方面, 任取 x ∈ [0, 1], 若 x ̸= 2m−1
2n , 则 f(x, y) ≡ 0, 从而

φ(x) =

∫ 1

0

f(x, y)dy = 0.

若 x = 2m−1
2n , 则

φ(x) =

∫ 1

0

f(x, y)dy =

∫ 1
2n

0

f(x, y)dy = 1.

因此, 对每一 x ∈ [0, 1], 积分 ∫ 1

0

f(x, y)dy

存在. 由于形如 2m−1
2n 的点的全体在 [0, 1] 内是稠密的, 所以 φ(x) 在 [0, 1] 上无处连续,

从而累次积分 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy

不存在.

注 对于常义二重积分, 我们有如下的命题: 设 f(x, y) 是定义在矩形 D =

[a, b]× [c, d] 上的函数, 如果
(i) 二重积分

∫∫
D
f(x, y)dxdy 存在;

(ii) 对每一 x ∈ [a, b], 单积分

I(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy

也存在. 那么累次积分 ∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

必定存在, 且等式 ∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

成立. 上述反例说明了对于广义二重积分而言, 相应的命题并不成立.

8. 函数 f(x) 与 g(y), 它们分别在 0 6 x < +∞ 与 0 6 y < +∞ 上广义可积, 但
f(x)g(y) 在 [0,+∞)× [0,+∞) 上并不广义可积.

在 I1 = [0,+∞) 上定义函数

f(x) =
sinx
n

, 2(n− 1)π 6 x < 2nπ (n = 1, 2, · · · );

又在 I2 = [0,+∞) 上定义函数

g(y) =
sin y
n

, 2(n− 1)π 6 y < 2nπ (n = 1, 2, · · · ).
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并令

h(x, y) = f(x)g(y), (x, y) ∈ I1 × I2.

易见, f(x) 与 g(y) 分别在 I1 与 I2 上是广义可积的, 且其积分值为 0.
兹证 h(x, y) 在 I1 × I2 上并不广义可积.
事实上, 如果 h(x, y) 在 I1 × I2 上是广义可积的, 那么, 由于广义二重积分是一种

绝对收敛积分,这有别于广义一重积分 (参看 [43], p. 223–225),因而 |h(x, y)|在 I1× I2
上也应当是广义可积的. 然而

lim
n→∞
m→∞

∫ 2nπ

0

∫ 2mπ

0

|h(x, y)|dxdy = lim
n→∞

∫ 2nπ

0

|f(x)|
(

lim
m→∞

∫ 2mπ

0

|g(y)|dy
)
dx

= lim
n→∞

∫ 2nπ

0

|f(x)|

(
lim
m→∞

m∑
k=1

∫ 2kπ

2(k−1)π

| sin y|
k

dy

)
dx

= lim
n→∞

∫ 2nπ

0

|f(x)|

(
lim
m→∞

m∑
k=1

4

k

)
dx = +∞.

因此, |h(x, y)| 在 I1 × I2 上并不广义可积, 从而 h(x, y) 在 I1 × I2 上也不广义可积.
9. 一个间断函数 f, 使 φ(y) =

∫ 1

0
f(x, y)dx 是连续函数.

设 f(x, y) = sgn(x− y), 并令

φ(y) =

∫ 1

0

f(x, y)dx.

因积分区间为 0 6 x 6 1, 故当 y < 0 时, f(x, y) = 1; 而当 0 < y < 1 时.

f(x, y) =


−1, x < y,

0, x = y,

1, x > y;

当 y = 1 时,

f(x, y) =

{
−1, x < 1,

0, x = 1;

当 y > 1 时, f(x, y) = −1. 因此, 当 y 6 0 时,

φ(y) =

∫ 1

0

1dx = 1;

当 0 < y < 1 时,

φ(y) =

∫ y

0

f(x, y)dx+

∫ 1

y

f(x, y)dx

=

∫ y

0

(−1)dx+

∫ 1

y

1dx = 1− 2y;
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当 y > 1 时,

φ(y) =

∫ 1

0

(−1)dx = −1.

合并以上结果得

φ(y) =


1, y 6 0,

1− 2y, 0 < y < 1,

−1, y > 1.

易见, φ 是连续函数.
10. 存在函数 f, 使 φ(y) =

∫ 1

0
f(x, y)dx 是间断函数.

设 f(x, y) = y
x2+y2 , 则

φ(y) =

∫ 1

0

y

x2 + y2
dx = arctan 1

y
,

故

φ(0+) = lim
y→0+

φ(y) =
π

2
.

又 φ(0) = 0, 可见 φ 在 y = 0 处是间断的.

注 若 f 在 D = [a, b]× [c, d] 上连续, 则

φ(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

在 [c, d] 上连续. 反例 10 说明了在这个命题中, f 在 D 上连续的条件是不能去掉的. 本
章反例 9 则说明了这个条件也不是必要的.

11. 不能积分号下求导数的参变量积分.
设 f(x, y) = ln

√
x2 + y2, 并令

φ(y) =

∫ 1

0

ln
√
x2 + y2dx.

在积分号下求导数, 就得到∫ 1

0

∂

∂y
ln
√
x2 + y2

∣∣∣∣
y=0

dx =

∫ 1

0

y

x2 + y2

∣∣∣∣
y=0

dx = 0.

另一方面, 我们有

φ(0) =

∫ 1

0

lnxdx = −1.

又当 y ̸= 0 时

φ(y) =
[
x ln

√
x2 + y2

]x=1

x=0
−
∫ 1

0

x2

x2 + y2
dx

=
1

2
ln(1 + y2)− 1 + y arctan 1

y
,
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所以

φ′(0+) = lim
y→0+

φ(y)− φ(0)

y

= lim
y→0+

1

2
ln(1 + y2) + y arctan 1

y

y
=
π

2
.

同理可得 φ′(0−) = −π
2 . 由此可见, 不能用积分号下求导数的方法来计算 φ′(0).

注 若 f 在 D = [a, b]× [c, d] 上有定义并且是连续的, 又 f ′y 在 D 上也连续, 则当
c < y < d 时, Leibniz 公式

d

dy

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

f ′y(x, y)dx

为真. 上述反例中的函数 ln
√
x2 + y2 在 (0, 0) 处不连续, 这说明了 f 在 D 上连续的

条件是不能去掉的.

12. 存在连续函数 f, 使 φ(y) =
∫ +∞
0

f(x, y)dx 是间断函数.
在 D = [0,+∞)× [−2, 2] 上定义函数 f :

f(x, y) =


sin(1− y2)x

x
, x ̸= 0.

1− y2, x = 0.

易见, f 在 D 上连续. 考察积分

φ(y) =

∫ +∞

0

sin(1− y2)x

x
dx.

当 |y| = 1 时, φ(y) = 0. 当 |y| < 1 时, 做变换 t = (1− y2)x, 则

φ(y) =

∫ +∞

0

sin t
t
dt =

π

2
.

当 |y| > 1 时, 做变换 t = −(1− y2)x, 则

φ(y) =

∫ +∞

0

(
− sin t

t

)
dt = −π

2
.

故 φ(y) 在 y = ±1 处不连续.

注 若 f 在 [a,+∞)× [c, d] 上连续, 且积分
∫ +∞
a

f(x, y)dx 关于 y 在区间 [c, d] 上

一致收敛, 则积分
∫ +∞
a

f(x, y)dx 是 y 在区间 [c, d] 上的连续函数. 上述反例说明了在
这个命题中, 积分

∫ +∞
a

f(x, y)dx 关于 y 在区间 [c, d] 上一致收敛的条件是不能去掉的.
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13. 不能在积分号下求导数的广义参变量积分.
考察积分

I(α) =

∫ +∞

0

sinαx
x

dx.

当 α = 0 时, I(α) = 0; 当 α > 0 时, 令 αx = y, 则

I(α) =

∫ +∞

0

sin y
y

dy =
π

2
;

而当 α < 0 时, 令 αx = −y, 则

I(α) = −
∫ +∞

0

sin y
y

dy = −π
2
.

由此可见, 当 α ̸= 0 时 I ′(α) = 0. 又 I ′(0) 不存在.
另一方面, 当 α ̸= 0 时, 积分∫ +∞

0

∂

∂α

( sinαx
x

)
dx =

∫ +∞

0

cosαxdx

不存在, 故不能用积分号下求导数的方法来计算 I ′(α).

注 有如下的 Leibniz 法则: 设 f(x, y) 与 f ′y(x, y) 都在 [a,+∞) × [c, d] 上连

续, 积分
∫ +∞
a

f(x, y)dx 存在,
∫ +∞
a

f ′y(x, y)dx 关于 y 在区间 [c, d] 上一致收敛, 则
I(y) =

∫ +∞
a

f(x, y) 在 [c, d] 上可导, 且

d

dy

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

f ′y(x, y)dx.

上述反例说明了在 Leibniz 法则中, 积分
∫ +∞
a

f ′y(x, y)dx 关于 y 在 [c, d] 上一致收

敛的条件不可去掉.

14. 一个一致收敛的参变量积分, 不能以与参数无关的收敛积分为优函数.
所谓存在着与参数无关的收敛积分作为被积函数 f(x, y) 的优函数, 是指存在着函

数 φ(x), 使对一切 y, 不等式

|f(x, y)| 6 φ(x)

恒成立且积分
∫ +∞
a

φ(x)dx 收敛.
今考虑积分

I =

∫ +∞

1

e
− 1

y2 (x− 1
y )

2

dx (0 < y < 1).

我们先来证明积分 I 是一致收敛的. 为此, 做变换 t = 1
y , 则

I =

∫ +∞

1

e−t
2(x−t)2dx (1 < t < +∞).
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我们只要证明对于任给的 ε > 0, 存在着与 t(1 < t < +∞) 无关的正数 M, 可使∫ +∞

M

e−t
2(x−t)2dx < ε.

为了这一目的, 我们再做变换 u = t(x− t), 则∫ +∞

M

e−t
2(x−t)2dx =

1

t

∫ +∞

t(M−t)
e−u

2

du.

现分三种情形来讨论.
(i) 设 1 < t < M

2 , 则因
∫ +∞
0

e−u
2

du 收敛, 故存在正数 M1, 当 M > M1 时, 有

1

t

∫ +∞

t(M−t)
e−u

2

du <

∫ +∞

M
2

e−u
2

du < ε.

(ii) 设 M
2 6 t 6M, 则存在正数 M2, 当 M > M2 时, 就有

1

t

∫ +∞

t(M−t)
e−u

2

du 6 2

M

∫ +∞

0

e−u
2

du < ε.

(iii) 设 t > M, 则当 M > M2 时, 就有

1

t

∫ +∞

t(M−t)
e−u

2

du 6 1

M

∫ +∞

−∞
e−u

2

du 6
√
π

M
< ε.

因此, 当 M > max{M1,M2} 时, 可使∫ +∞

M

e−t
2(x−t)2dx < ε.

即所论积分对 y 是一致收敛的.
另一方面,不存在 e

− 1
y2 (x− 1

y )
2

的优函数 φ(x).事实上,若取 y = 1
x ,亦即 x− 1

y = 0,

则由 ∣∣∣∣e− 1
y2 (x− 1

y )
2
∣∣∣∣ 6 φ(x)

得到 φ(x) > 1, 因而积分
∫ +∞
1

φ(x)dx 发散. 于是不能用优函数的方法来证明积分 I 的

一致收敛性.
15. 一个曲面, 它的内接多面体的面积不收敛于它的面积.
下面的例子属于 Schwarz[73].
考虑一个半径为 1, 高为 1 的正圆柱面 S. 我们按下列方式在 S 内做内接多面体:

在圆柱面 S 上做 n 个等距间隔 (相距为 1
n ) 的圆周. 将每一圆周分为 m 段相等的圆弧,

并使每一圆弧的端点与上下相邻圆周上圆弧的中点对齐.
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考虑由下列三角形组成的多面体, 这些三角形的两个顶点就是上述圆弧的两个端
点, 而其第三个顶点是上面 (或下面) 相邻圆周上与此圆弧中点对齐的端点.

这些三角形构成一个内接于 S 的多面体 Pmn, 这个多面体由 2mn 个三角形组成,
每个三角形的面积为

sin π

m

[(
1

n

)2

+
(
1− cos π

m

)2] 1
2

.

因而 Pmn 的面积等于

A(Pmn) = 2mn sin π

m

[(
1

n

)2

+
(
1− cos π

m

)2] 1
2

= 2mn sin π

m

[
1

n2
+ 4 sin4 π

2m

] 1
2

.

现在, 令 m 及 n 趋向无穷大, 则多面体 Pmn “趋向 S”. 首先我们注意到

lim
m,n→∞

infA(Pmn) > 2π,

这是因为

2mn sin π

m

(
1

n2
+ 4 sin4 π

2m

) 1
2

> 2mn sin π

m
· 1
n
= 2m sin π

m

及

lim
m→∞

2m sin π

m
= 2π.

其次, 我们来证明, 确实有
lim

m,n→∞
infA(Pmn) = 2π.

为此, 令 m = n, 则

A(Pmn) = 2n2 sin π
n

[
1

n2
+ 4 sin4 π

2n

] 1
2

,

所以

lim
m,n→∞

A(Pmn) = 2π.

但若选取与 m 相比足够大的 n, 则我们可以得到任意大于 2π 的极限. 事实上, 若
选取 n = m3, 就得到极限 +∞. 这是因为

A(Pmm3) = 2m4 sin π

m

[
1

m6
+ 4 sin4 π

2m

] 1
2

及

lim
n→∞

A(Pmm3) = +∞.

注 上面的例子告诉我们, 与曲线弧长相类似的定义对定义曲面的面积是不适
用的.
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